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Prefazione 

Tirocinio Formativo A ttivo nellôAteneo di Palermo: Classe di 

Abilitazione A049 ï Matematica e Fisica 

Aurelio Agliolo Gallitto
a
 e Lucia Lupo

b
 

a)
 Dipartimento di Fisica e Chimica, Università di Palermo 

b)
 Liceo Scientifico ñGalileo Galileiò, Palermo 

E-mail: aurelio.agliologallitto@unipa.it, lucia.lupo@istruzione.it 

Riassunto. Sarà descritta lôorganizzazione del primo ciclo del Corso di Tirocinio Formativo 

Attivo, Classe A049 ï Matematica e Fisica, nellôAteneo di Palermo, sia per quanto riguarda le 

attività psico-pedagogiche, sia per le attività disciplinari. In particolare, sarà descritta 

lôorganizzazione del tirocinio svolto a scuola sotto la guida dei tutor accoglienti e sotto la guida 

del tutor coordinatore. Saranno evidenziati punti di forza, punti di debolezza e aspetti di critici-

tà delle varie attività svolte e verranno proposti miglioramenti per i cicli successivi. 

1. Introduzione 

Il reclutamento degli insegnanti nella scuola secondaria, in Italia, è stato attuato fino al 1999 con concorsi per 

titoli ed esami, nei quali era possibile ottenere il ruolo sul contingente di posti messi a concorso o il titolo di 

abilitazione che dava lôaccesso alle graduatorie provinciali. Lôindividuazione degli aventi diritto 

allôimmissione in ruolo veniva effettuata attingendo per il 50% dei posti disponibili alle graduatorie relative 

al concorso (valide fino allôentrata in vigore della graduatoria del concorso successivo), per il restante 50% 

alle graduatorie provinciali.  

Nellôanno accademico 1999/2000, facendo seguito alle indicazioni emerse negli accordi di Lisbona del 

1989, le Università avviarono le Scuole di Specializzazione allôInsegnamento Secondario (SSIS), che rima-

sero attive per nove cicli. Le SSIS abilitavano allôinsegnamento, permettendo lôinserimento nelle graduatorie 

provinciali fino al 2007. Nelle more dellôorganizzazione delle Lauree Magistrali per lôinsegnamento, sono 

stati istituiti nel 2010, con il D.M. 249, i Tirocini Formativi Attivi [1], dei quali si parlerà ampiamente nel 

presente lavoro. Contestualmente, nel 2012, con il D.D.G. 82, vengono indetti nuovi concorsi a cattedra, per 

titoli ed esami, a cui si accede solo se in possesso del titolo di abilitazione [2]. Lôindividuazione degli aventi 

diritto al ruolo resta, al momento, regolata per il 50% alla graduatoria del concorso e il 50% alle graduatorie 

provinciali permanenti. 

Il Tirocinio Formativo Attivo (TFA) è un corso di formazione iniziale per il conseguimento del titolo di 

abilitazione allôinsegnamento nella scuola secondaria di primo e secondo grado. Il TFA, come riporta il D.M. 

249/2010, è finalizzato a ñqualificare e valorizzare la funzione docente attraverso lôacquisizione di compe-

tenze disciplinari, psico-pedagogiche, metodologico-didattiche, organizzative e relazionali, necessarie a far 

raggiungere ai futuri insegnanti i risultati di apprendimento previsti dallôordinamento vigenteò. Per i docenti 

in servizio invece sono stati attivati nel 2004 corsi di formazione nellôambito del Progetto Lauree Scientifi-

che [3], convertito nel 2009 in Piano Nazionale Lauree Scientifiche [4].  

In questo articolo, descriveremo lôorganizzazione del primo ciclo del corso di TFA, Classe A049 ï Ma-

tematica e Fisica, nellôAteneo di Palermo, evidenziando punti di forza, punti di debolezza e aspetti di criticità 

emersi nelle varie attività svolte. Il primo ciclo del TFA parte nellôanno accademico 2011/2012, anche se le 

attività didattiche sono state svolte nel 2013. Al primo ciclo accedono i candidati che hanno superato le pro-

ve di ingresso (test di selezione, prova scritta e orale) e i candidati che, avendo superato le selezioni delle 

Scuole di Specializzazione nei cicli attivati, non hanno potuto conseguire lôabilitazione perché hanno sospeso 

la frequenza per completare corsi di Dottorato di Ricerca, i cosiddetti ñcongelati SSISò. Questi ultimi, al con-

seguimento dellôabilitazione con il  TFA, possono sciogliere la riserva con la quale si sono precedentemente 
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iscritti nelle graduatorie permanenti. A tali graduatorie, definite ña esaurimentoò nella legge finanziaria 2007 

a firma del ministro Fioroni (D.L. 296/2006), a oggi non hanno accesso coloro che hanno conseguito 

lôabilitazione iscrivendosi al TFA dopo aver superato lôesame di ammissione [5]. 

2. Organizzazione didattica del TFA 

Secondo il D.M. 249, le attività in cui si articola il corso di TFA prevedono lôacquisizione di 60 crediti for-

mativi universitari (CFU), ripartiti secondo le seguenti tipologie. 

 

a) Insegnamenti di scienze dellôeducazione per un totale di 18 CFU, di cui 6 CFU riservati alla didattica 

e pedagogia speciale rivolte ai bisogni speciali. 

b) Insegnamenti di didattiche disciplinari, per un totale di 18 CFU, svolti nellôottica di una stretta rela-

zione tra lôapproccio disciplinare e lôapproccio didattico, anche in un contesto laboratoriale. 

c) Tirocinio diretto e tirocinio indiretto per complessive 475 ore, pari a 19 CFU, da svolgersi presso le 

istituzioni scolastiche, sotto la guida di un tutor e in collaborazione con il docente universitario rela-

tore della relazione finale di tirocinio, con la quale si conclude lôattività di tirocinio nella scuola; 75 

ore del predetto tirocinio sono dedicate alla maturazione delle necessarie competenze didattiche per 

lôintegrazione degli alunni con disabilità. 

2.1 ï Insegnamenti di scienze dellôeducazione 

Gli insegnamenti di scienze dellôeducazione, attivati nellôAteneo di Palermo, sono riportati in Tabella 1; essi 

hanno un carattere trasversale alle discipline di insegnamento e forniscono ai tirocinanti le basi per la costru-

zione delle competenze psico-pedagogiche e metodologico-didattiche.  

 

Tabella 1. Insegnamenti di scienze dellôeducazione. 

 

Insegnamento SSD CFU 

Metodologia didattica 

Tecnologie per lôistruzione 

Pedagogia della scuola 

Valutazione di apprendimenti e competenze 

Didattica speciale 

Pedagogia speciale 

M-PED/03 

M-PED/03 

M-PED/01-02 

M-PED/04 

M-PED/03 

M-PED/03 

3 

3 

3 

3 

3 

3 

 

I tirocinanti hanno svolto le attività didattiche relative a questa area dalla seconda decade di febbraio 2013 

alla seconda decade di aprile 2013, suddivisi in quattro grandi gruppi formati da un centinaio di studenti di 

differenti classi di abilitazione. Per molti tirocinanti è stato un primo approccio alle tematiche generali relati-

ve alla professione docente; il confronto fra laureati di aree disciplinari differenti si è rivelato molto utile e 

costruttivo. Lôesperienza di lavoro cooperativo fra pari, provenienti da percorsi formativi universitari e pro-

fessionali diversificati, ha permesso ai tirocinanti di acquisire quelle competenze relazionali che sono alla ba-

se del buon funzionamento degli organi collegiali nella scuola. 

2.2 ï Insegnamenti di didattiche disciplinari 

Gli insegnamenti di didattiche disciplinari, svolti anche in ambiente laboratoriale, mirano a stabilire una 

stretta relazione tra lôapproccio disciplinare e lôapproccio didattico. Obiettivo dei suddetti insegnamenti è 

quello di promuovere nei futuri docenti lôacquisizione di metodologie didattiche finalizzate allôapplicazione 

delle competenze disciplinari nellôattuale contesto scolastico, stabilendo una stretta connessione tra i conte-

nuti disciplinari e lôapproccio pedagogico-didattico. In particolare, gli abilitati nella classe A049, alla fine del 

percorso, devono: 

1. possedere la visione della matematica e della fisica come scienze correlate e non a sé stanti: le cono-

scenze di base delle due discipline devono essere acquisite dagli studenti di scuola superiore, al fine 

di sviluppare la capacità di elaborare modelli di interpretazione e strumenti culturali, tipici del meto-
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do scientifico e logico-deduttivo, utili  nella vita quotidiana per affrontare le sfide del mondo moder-

no [6]; 

2. conoscere le Indicazioni Nazionali riguardanti gli obiettivi specifici di apprendimento concernenti le 

attività e gli insegnamenti compresi nei piani di studio previsti per i percorsi liceali (D.P.R.  89/2010, 

art. 10, comma 3) [7]; 

3. acquisire solide conoscenze in didattica della fisica e della matematica ed essere capaci di ricostruire 

i saperi esperti mettendo in relazione lôanalisi dei contenuti disciplinari con le caratteristiche cogniti-

ve degli studenti, in modo da saper organizzare sequenze di insegnamento/apprendimento adeguate 

al livello scolastico [8],[9],[10]; 

4. essere in grado di programmare percorsi didattici curriculari a lungo termine, individuando i nuclei 

fondanti disciplinari (di contenuto e metodologici), le propedeuticità e i tempi necessari alla costru-

zione degli apprendimenti, contestualizzati negli specifici indirizzi scolastici, scegliendo di volta in 

volta le metodologie e gli strumenti più appropriati al percorso previsto [11],[12]. 

Nel corso di TFA per la Classe A049 nellôAteneo di Palermo, sono stati attivati gli insegnamenti disciplinari 

elencati in Tabella 2. 

 

Tabella 2. Insegnamenti disciplinari. 

 

Insegnamento SSD CFU Docente  

Didattica della fisica e innovazioni (***) 

Didattica della matematica e innovazioni (*)(**) 

Storia della matematica (*)(**) 

Storia della fisica (***) 

Laboratorio di didattica della fisica 

Laboratorio di didattica della matematica 

FIS/08 

MAT/04 

MAT/04 

FIS/08 

FIS/01-08 

MAT/01-08 

3 

3 

3 

3 

3 

3 

Claudio Fazio 

Teresa Marino 

Cinzia Cerroni 

Rosamaria Sperandeo Mineo 

Aurelio Agliolo Gallitto 

Aldo Brigaglia 

(*) Corso integrato 

(**)  Corso mutuato con la Classe A047 ï Matematica 

(** *)  Corso mutuato con la Classe A038 ï Fisica 

 

La struttura dellôofferta formativa ¯ indicativa della scelta operata dal gruppo di progetto, che ha indivi-

duato una sezione dedicata alla didattica in una prospettiva innovativa, una sezione dedicata alla storia e 

unôarea dedicata alla riflessione sulla didattica. La matematica e la fisica hanno uno sviluppo storico ed epi-

stemologico connesso, ma allo stesso tempo autonomo. È stato possibile far emergere le peculiarità metodo-

logiche e didattiche delle due discipline attraverso una riflessione attenta condotta in parallelo dai tirocinanti 

sotto la guida di docenti afferenti ai SSD specifici, nei corsi riguardanti le prime due sezioni.  

Il punto di forza di questa sezione ¯ rappresentato dallôopportunit¨ data ai tirocinanti, e da loro pienamen-

te colta, di effettuare unôanalisi storico-epistemologica su temi fondanti. Molti tirocinanti, infatti, non aveva-

no avuto modo di approfondire questi aspetti nel loro percorso accademico e hanno mostrato un interesse che 

avrà modo di svilupparsi nella formazione permanente dei futuri docenti. In una fase successiva (maggio - 

giugno 2013), i tirocinanti hanno avuto modo di riflettere su quanto acquisito in termini di riflessione storica 

e metodologie didattiche in un setting di tipo laboratoriale. In entrambi i laboratori di fisica e di matematica, 

i tirocinanti hanno analizzato alcuni argomenti disciplinari trattati negli insegnamenti proposti, quindi hanno 

sviluppato dei percorsi innovativi basati sulle attività di laboratorio e sulle problematiche epistemologiche e 

didattiche precedentemente evidenziate. Il collegamento fra quanto introdotto nelle didattiche e quanto spe-

rimentato nei laboratori è stato molto stretto; per esempio, a partire dal laboratorio di  matematica, i tiroci-

nanti hanno avuto modo di sviluppare competenze nellôuso di Geogebra [13], un software open source di ge-

ometria dinamica, che si è rivelato uno strumento didattico flessibile e utile nella progettazione di percorsi 

didattici trasversali alle due discipline. I laboratori di didattica hanno rappresentato per tutti i tirocinanti un 

momento altamente formativo, poiché hanno permesso loro di rielaborare in modo operativo conoscenze teo-

riche di livello esperto in una prospettiva di insegnamento a studenti di scuola superiore. 
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3. Tirocinio e relazione finale 

Le attività di tirocinio prevedono un monte di 475 ore, pari a 19 CFU, svolte in collaborazione con le istitu-

zioni scolastiche del sistema nazionale dellôistruzione sotto la guida di personale docente in servizio nelle i-

stituzioni scolastiche. Le ore sono divise in tirocinio indiretto e tirocinio diretto e gestite dal tutor coordinato-

re e dai tutor accoglienti. Le 25 ore relative a ogni CFU sono state distribuite, vista lôeccezionalit¨ dei tempi 

di svolgimento del ciclo, in 8 ore di tirocinio diretto e 17 ore di tirocinio indiretto. I tirocinanti hanno avuto 

lôopportunit¨ di richiedere la riduzione del carico relativo nel caso avessero prestato servizio presso le istitu-

zioni scolastiche, conseguito il titolo di dottore di ricerca o di master. 

Il tirocinio indiretto è stato svolto dai tirocinanti sotto la guida del tutor coordinatore, un docente in servi-

zio selezionato tramite concorso (Decreto Rettorale n. 4729 del 10/12/2012) e utilizzato in regime di tempo 

parziale. I compiti del tutor coordinatore sono: 

¶ orientare e gestire i rapporti con i tutor accoglienti assegnando gli studenti alle diverse classi e scuole 

e formalizzando il progetto di tirocinio dei singoli studenti; 

¶ provvedere alla formazione del gruppo di studenti attraverso le attività di tirocinio indiretto e 

lôesame dei materiali prodotti dagli studenti nelle attività di tirocinio; 

¶ supervisionare e valutare le attività del tirocinio diretto e indiretto; 

¶ seguire le relazioni finali per quanto riguarda le attività in classe. 

Il tirocinio diretto è stato svolto presso le istituzioni scolastiche sotto la guida dei tutor accoglienti, docen-

ti in servizio a tempo indeterminato da almeno 5 anni, che sono stati selezionati tramite bando interno dai Di-

rigenti scolastici delle scuole iscritte nellôelenco di cui allôart. 12 del D.M. 249/2010 e che hanno stipulato 

una convenzione con lôUniversità. Ai tutor accoglienti è affidato il compito di: 

¶ orientare gli studenti rispetto agli assetti organizzativi e didattici della scuola e alle diverse attività e 

pratiche in classe; 

¶ accompagnare e monitorare lôinserimento in classe e la gestione diretta dei processi di insegnamento 

degli studenti tirocinanti. 

3.1 ï Tirocinio diretto a scuola sotto la guida del tutor accogliente 

Per la Classe A049, nellôAteneo di Palermo, viste le richieste dei tirocinanti e le disponibilit¨ delle istituzioni 

scolastiche, sono stati incaricati i docenti elencati nella Tabella 3. In alcuni casi, per ragioni organizzative, si 

è ritenuto necessario affidare il tirocinante a due tutor, nella maggior parte dei casi è stato privilegiato un 

rapporto uno a uno per facilitare la conoscenza reciproca fra tutor e tirocinante. 

I percorsi di tirocinio diretto sono stati sviluppati dai tutor accoglienti tenendo conto delle esigenze dei ti-

rocinanti e concordando con questi sia le attività che i tempi. A tutti i tutor accoglienti è stato richiesto di 

programmare le attività considerando lôesigenza dei tirocinanti di familiarizzare con la struttura organizzati-

va della scuola, dal punto di vista logistico e didattico. È stato richiesto di far partecipare i tirocinanti alle at-

tività programmate nella scuola nel periodo di svolgimento del tirocinio, favorendone la presenza alle riunio-

ni degli organi collegiali, di permettere la comprensione dellôuso e della funzione degli strumenti della 

docenza (formali e valutativi), di comprendere le esigenze di progettazione e documentazione delle attività 

didattiche. Il percorso doveva inoltre prevedere una fase osservativa del lavoro del docente esperto e una par-

te attiva nella quale il tirocinante potesse mettere in pratica quanto studiato e osservato, sotto lôattento moni-

toraggio del docente tutor. Queste linee guida sono state interpretate e messe in pratica dai tutor accoglienti 

in piena autonomia come previsto dalla funzione docente [14]. 

 

Tabella 3. Istituzioni Scolastiche e tutor accoglienti.  

 

Istituzione Scolastica Tutor  
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Liceo Scientifico ñGalileo Galileiò, Palermo 

 

Cambiaso Nicolò  

Falsone Angela  

Principato Giacomo 

Raimondi Maria Assunta  

Rizzo Daniela Carla 

Liceo Classico ñG. Meliò, Palermo 

 

Bosco Luigi  

Di Lorenzo Concetta 

Oddo Lucia  

Sutera Diego 

Liceo Scientifico ñS. Cannizzaroò, Palermo  

 

Marchisotta Giuseppa 

Zanca Antonio  

IM ñRegina Margheritaò, Palermo 

 

Cordone Giulia 

Neri Antonia  

Liceo Scientifico ñBenedetto Croceò, Palermo 

IISF ñFerraraò, Palermo 

IIS ñPiconeò, Lercara Friddi (Pa) 

Liceo Scientifico ñDon Collettoò, Corleone (Pa) 

Liceo Scientifico ñM. Cipollaò, Castelvetrano (Tp) 

Istituto ñDon Boscoò, Palermo 

IP ñS.M. Mazzarelloò, Palermo 

IP Centro Lingue Misilmeri (Pa) 

Liceo Scientifico ñE. Fermiò, Agrigento 

Ignaccolo Paolo 

Fascetta Antonino 

Di Palermo Cosimo  

Scalisi Rosa 

Spinelli Francesco  

Biondi Alessandro 

Masi Rosanna  

Oliveri Laura  

Mingoia Giovanni 

 

3.2 ï Tirocinio indiretto sotto la guida del tutor coordinatore 

Durante gli incontri di tirocinio indiretto, sono state proposte le tematiche relative alla funzione docente (il 

contratto di lavoro, gli strumenti della docenza), alla normativa scolastica alla luce dello sviluppo delle ri-

forme, alla didattica disciplinare e per competenze, alla programmazione e gestione delle attività extrascola-

stiche (progetti europei, POF, PON e POR) alla valutazione interna ed esterna nella scuola (Sistema Nazio-

nale di Valutazione, valutazione nazionale e internazionale, prove INVALSI, PISA e problematiche 

connesse) [15]. I tirocinanti hanno contestualmente condotto lo studio individuale, elaborando dei lavori mo-

nografici sui temi:  

¶ autonomia scolastica e Piano dellôOfferta Formativa (POF); 

¶ riforma dei cicli/competenze chiave; 

¶ didattica per competenze; 

¶ valutazione di sistema e di istituto; 

¶ percorsi didattici disciplinari. 

Durante tutti gli incontri è stato favorito il confronto fra pari e sono state proposte attività che potessero svi-

luppare atteggiamenti atti al lavoro di gruppo e alla cooperazione; nella fase conclusiva è stata incoraggiata  

la riflessione critica sullôintero percorso di tirocinio, in vista della predisposizione della relazione finale. 

3.3 ï Relazione di tirocinio ed esame finale di abilitazione 

Lôattivit¨ di tirocinio nella scuola,    come disposto nellôart. 10 comma 6 del D.M. 249 ñsi conclude con la 

stesura da parte del tirocinante di una relazione del lavoro svolto in collaborazione con lôinsegnante tutor 

che ne ha seguito lôattivit¨.[é] La relazione consiste in un elaborato originale che, oltre allôesposizione del-

le attività svolte dal tirocinante, deve evidenziare la capacità del medesimo di integrare ad un elevato livello 

culturale e scientiýco con le competenze acquisite nellôattivit¨ svolta in classe e le conoscenze in materia 

psico-pedagogica con le competenze acquisite nellôambito della didattica disciplinare e, in particolar modo, 

nelle attività di laboratorioò. I tirocinanti hanno redatto lôelaborato, su indicazione del gruppo di lavoro, in 
tre parti. Nella prima parte  è stata descritta lôesperienza formativa allôinterno della scuola, in collaborazione 

con il tutor accogliente; nella seconda parte  è stato rielaborato quanto approfondito durante il tirocinio indi-
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retto; nella terza parte il tirocinante ha rielaborato unôesperienza significativa legata allôarea della didattica e 

dei laboratori, applicando le conoscenze psico-pedagogiche acquisite e riflettendo, alla luce dellôesperienza 

diretta nella scuola, sulla spendibilit¨ dellôesperienza in ambito didattico. Il relatore è stato il docente univer-

sitario che ha proposto durante il suo corso lôesperienza significativa scelta dal tirocinante, correlatore 

lôinsegnante tutor coordinatore. Gli argomenti trattati dai tirocinanti nella terza parte della relazione sono sta-

ti rielaborati dai tirocinanti stessi in forma di articolo e sono stati raccolti nel presente numero della rivista. 

Al termine del percorso di tirocinio si è svolto lôesame finale di abilitazione, che ¯ consistito nella valuta-

zione da parte della commissione (nominata con Decreto Rettorale n. 1853/2013 del 20/06/2013) dellôattività 

svolta durante il tirocinio, sulla base degli elementi forniti dalle schede valutative redatte dai tutor scolastici, 

dallôesposizione orale di un percorso didattico su un tema scelto dalla commissione, dalla  discussione della 

relazione finale di tirocinio. I temi assegnati dalla commissione sono stati sviluppati e quindi discussi dai ti-

rocinanti, seguendo le indicazioni fornite dalla commissione stessa: ñIl candidato tracci un percorso didatti-

co, che coinvolga matematica e fisica, specificando la classe a cui è rivolto. Il candidato deve specificare 

prerequisiti, obiettivi, metodologie e strumenti di verifica e presentare i contenuti con un learning objectò. 

Lôelenco dei temi assegnati è riportato qui di seguito. 

¶ Funzioni periodiche in matematica e fisica 

¶ Vettori e loro applicazioni fisiche 

¶ I logaritmi, la funzione esponenziale: scarica del condensatore 

¶ Il problema della tangente, la derivata e applicazioni cinematiche 

¶ La trigonometria nel piano inclinato 

¶ Il problema dellôarea, lôintegrale definito e il lavoro compiuto da una forza 

¶ La funzione integrale e il lavoro compiuto da una forza dipendente dalla posizione: le forze elastiche  

¶ La cicloide e il problema dellôisocronismo del pendolo  

¶ Le funzioni goniometriche e lôoscillatore armonico semplice: il sistema massa molla  

¶ Linearità, proporzionalità diretta e applicazioni fisiche  

¶ Gli errori casuali nelle misure fisiche e la funzione di Gauss  

¶ Le orbite dei pianeti  

¶ Prodotto vettoriale e momento angolare  

¶ Prodotto scalare e lavoro compiuto da una forza  

¶ Moto del proiettile e traiettorie paraboliche  

¶ Proporzionalità inversa, equazione dell'iperbole e legge dei gas perfetti  

¶ Sistemi di riferimento polari e moto circolare uniforme  

¶ Similitudini e leggi di scala  

¶ La similitudine dei triangoli nella scomposizione delle forze 

¶ La misura di pi-greco: metodi matematici e metodi fisici  

¶ Le simmetrie in natura 

4. Considerazioni conclusive 

Le attività didattiche del primo ciclo di TFA sono iniziate con un notevole ritardo rispetto ai tempi previsti 

dalla legge, determinando una situazione di emergenza nella quale tutti gli attori hanno dovuto dare il mas-

simo per lôottimizzazione dei tempi con lôobiettivo, pienamente raggiunto, di completare entro pochi mesi il 

percorso formativo nella sua interezza e complessità.  

Sempre a causa dei tempi ristretti, si è determinato altresì uno sfalsamento delle attività relative al tiroci-

nio e ai laboratori pedagogico-didattici; questi, infatti, sono indirizzati alla rielaborazione e al confronto delle 

esperienze di tirocinio. Praticamente, ¯ stato impossibile coordinare in poche settimane, alla fine dellôanno 

scolastico, una progettazione condivisa fra tutor e docenti universitari. Per i prossimi cicli si auspica 

lôattivazione dei Consigli di Tirocinio, nellôambito dei quali si possa discutere della progettazione delle sud-

dette attività.  

Infine, va segnalata, come elemento di criticità, la mancanza di un adeguato approfondimento storico-

didattico di alcune tematiche relative alle due discipline; ad esempio, per la matematica, probabilità e statisti-

ca che sono presenti in maniera consistente nelle indicazioni nazionali e sono considerati dallôUnione Mate-
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matica Italiana (UMI) nucleo fondante; per la fisica, ottica e fisica moderna. Per questi temi, visti i tempi ri-

stretti, non si è avuto modo di progettare un momento di riflessione ma nella logica di una selezione di fon-

damenti si è operata questa scelta considerando prioritaria la costruzione di competenze su contenuti ridotti 

piuttosto che la trattazione di molti contenuti a scapito della costruzione di competenze. 
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La bella Elena della Matematica: laboratori di Matematica e 

Fisica sulla cicloide. 

Rachele Barresi  

Dipartimento di Matematica e Informatica, Università di Palermo 

E-mail: rachelebarresi85@hotmail.com 

Riassunto. Questo articolo descrive un percorso didattico interdisciplinare di matematica e fi-

sica, orientato a studenti della scuola secondaria di secondo grado, che ha lo scopo di dare una 

descrizione esaustiva della curva cicloide, delle sue proprietà geometriche e meccaniche, e di 

promuovere la didattica laboratoriale. Il leitmotiv ¯ lôñapprendistato cognitivoò, in cui gli stu-

denti sono i principali attori di tutte le attività proposte. In primo luogo viene fatta una tratta-

zione storica della cicloide; la storia è, infatti, un importante strumento in didattica: ripercorre-

re il percorso storico aiuta nella costruzione del sapere. Come strumento della didattica 

laboratoriale, ¯ previsto lôuso del software GeoGebra, che verr¨ utilizzato per la costruzione 

della cicloide e per dimostrare il Teorema dellôarea per mezzo di approssimazioni successive. 

Infine, dopo una breve introduzione teorica sulle proprietà meccaniche della cicloide (tautocro-

nia e brachistocronia), la proposta prevede la costruzione da parte degli studenti ï seguendo un 

approccio IBSE ï delle macchine matematiche utili al fine di dimostrare tali proprietà. 

Abstract. A planning of an inter-disciplinary didactic course oriented towards a high school 

class was carried out by the author, in order to give the more exhaustive description of cycloid 

curve and its geometrical and mechanical  properties, with the aim to encourage laboratorial 

didactics. The leitmotiv is the ñcognitive apprenticeshipò, in the sense that students are the 

main actors of all the proposed activities. Firstly, they deal with the historical milestones about 

cycloid. In fact, history is a fundamental tool in didactics: it helps in the construction of 

knowledge and problem solving. As a tool of laboratorial didactics, students use  GeoGebra 

software in order to construct cycloid and prove its Area Theorem through consecutive esti-

mates. Lastly, after an introduction about cycloid mechanical proprieties (tautochrony and 

brachistochrony), students construct on their own ï following an IBSE approach ï mathemati-

cal machines for the purpose of  proving these properties. 

 

1. Int roduzione 

 La proposta didattica introdotta in questo lavoro è rivolta a studenti del primo biennio di scuola secondaria 

di secondo grado e mira a sviluppare negli studenti competenze scientifiche e tecnologiche per mezzo della 

didattica laboratoriale, incentivando lôinterdisciplinariet¨ tra matematica e fisica. Nel laboratorio i principali 

attori sono, infatti, gli studenti che, guidati dallôesperienza del docente, sperimentano grazie a quello che vie-

ne chiamato ñapprendistato cognitivoò ed operano liberamente, in modalità di tipo Inquiry Based Learning 

(IBL) , confrontando e valutando poi il risultato ottenuto con quello presentato dal docente.  

In una prima fase introduttiva vengono offerti alcuni spunti tratti da situazioni della vita quotidiana, al fi-

ne di apportare un contributo alla motivazione e potenziando negli alunni la capacità di analisi delle situazio-

ni e di formulare ipotesi sulla costruzione della cicloide: la curva viene introdotta, infatti, partendo 

dallôosservazione del movimento di una ruota di una bicicletta che rotola senza strisciare. Lôidea ¯ quella di 

operare in contesti che derivano da fenomeni conosciuti dagli studenti per sollecitare il loro interesse e sti-

molare il passaggio dalla realt¨ quotidiana allôastrazione simbolica. In tal modo gli studenti dovrebbero ac-

quisire il linguaggio matematico gradualmente e percepire che le formule introdotte nelle fasi successive non 

sono così astratte. Il passo successivo consiste nella presentazione della cicloide dal punto di vista del suo 

sviluppo storico: ciò è utile come possibile strumento di laboratorio atto a motivare gli studenti ed indicare i 
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possibili percorsi didattici per lôapprendimento dei contenuti. La proposta didattica prevede poi un laborato-

rio di matematica, in cui far uso del software GeoGebra, per la costruzione della curva cicloide e per la di-

mostrazione sperimentale di una delle proprietà matematiche di tale curva, il teorema dellôarea. Viene, infi-

ne, proposto un collegamento interdisciplinare con la fisica, che consta di due attività di laboratorio 

sperimentale per dimostrare le proprietà tautocrona e brachistocrona della cicloide. A tale scopo lôattivit¨ 

prevede la costruzione delle macchine matematiche necessarie per la dimostrazione delle proprietà fisiche 

suddette. Le attività laboratoriali con le macchine matematiche, guidate da specifiche consegne, sono, infatti, 

un ambiente favorevole per lôinsegnamento e lôapprendimento della matematica e della fisica, in particolare 

per far sviluppare i processi di argomentazione e costruzione di dimostrazioni.   

 

2. Indagine preliminare sulla cicloide: grafico e definizione della curva  

La prima fase consiste in un brainstorming investigativo, in cui il docente, partendo da una situazione di vita 

quotidiana vicina agli studenti, il movimento della ruota di una bicicletta, introduce la curva cicloide cercan-

do di stimolare la loro motivazione e la curiosità. Adattando i contenuti a contesti e fenomeni ben noti agli 

studenti, viene, infatti, sollecitato il loro interesse.  

Immaginiamo una ruota di una bicicletta che rotola senza strisciare lungo una linea retta.  

 
Figura 1. Esempio di rappresentazione della curva cicloide con GeoGebra: la ruota di una bicicletta. Mentre la 

bicicletta si muove lungo lôasse delle ascisse, il punto T sulla ruota forma proprio una curva cicloide. 

 

Domanda stimolo: Che curva descrive un punto sul bordo esterno della ruota nel moto di rotolamento del-

la ruota?  

Istintivamente si ¯ portati a rispondere: ñuna circonferenzaò, ma riflettendo un poô ci si accorge che forse 

è così per un osservatore sul treno o per il ciclista sulla bici, ma non per un osservatore a terra; il punto dal 

momento che tocca terra si solleva quasi in verticale, quindi curva nella direzione del moto fino ad arrivare 

ad unô altezza massima pari al diametro del cerchio muovendosi in quel momento in orizzontale, quindi ridi-

scende quasi rallentando orizzontalmente ed accelerando verticalmente verso il basso fino a toccare terra in 

verticale per riprendere ciclicamente la stessa traiettoria. Questa curva è detta cicloide ed è definita come la 

traiettoria di un punto fisso su una circonferenza che rotoli senza slittamento su una retta. 

Domanda stimolo: Come possiamo visualizzare la cicloide in maniera intuitiva?  

La cicloide si può vedere fissando una lampadina alla ruota di una bicicletta, meglio se al buio, o anche 

facendo ruotare un cerchio su cui abbiamo segnato un punto. Per disegnarla basta attaccare un colore al bor-

do di un cilindro e farlo ruotare. 

La cicloide la si può trovare anche in ambito architettonico, come la realizzazione di ponti. Anche Galilei 

parla della cicloide come ñquella curva arcuata, sono pi½ di cinquantô anni che mi venne in mente il descri-

verla, e lôammirai per una curvità graziosissima per adattarla agli archi di un ponteò [15]. Tali ponti veni-

vano edificati sia nellôantica Roma, per il trasporto delle acque sia in tempi recenti, usufruendo della sua ele-

ganza estetica.  

Una curiosità: esiste un pesce che appartiene alla categoria dei "pesci piattiñ e alla classe degli osteitti 

(così chiamati per il loro corpo molto appiattito), dalla forma a losanga allungata, il cui corpo è rivestito di 

squame per la maggior parte di tipo cicloide [15].  
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3. Definizione formale, storia e personaggi legati alla cicloide 

La cicloide è una curva piana appartenente alla categoria delle roulette. Essa è la curva tracciata da un punto 

fisso su una circonferenza che rotola lungo una retta. Consideriamo un punto generico B sulla cicloide (figu-

ra 2) e sia ɗ lôangolo corrispondente a questo punto.  

 

 

 

 

 

 

 
Figura 2. Consideriamo il punto B sulla circonferenza di raggio R. Mentre la circonferenza rotola lungo la retta AD, il 

punto B descrive una una curva, la cicloide. Nella figura viene rappresentato un ramo di cicloide compreso tra le due 

cuspidi A e D. 

 

Supponiamo che lôangolo ɗ cresca con velocità uniforme v = 1, risulta ɗ = t. Le equazioni parametriche 

che descrivono la cicloide, ossia le coordinate del punto B, sono le seguenti: 

( sin )

(1 cos )

x R t t

y R t

= -ë
ì
= -í

   

Enunciamo, ora, alcune delle proprietà della cicloide: 

- La sua lunghezza è 4 volte il diametro del cerchio che la genera; 

- Teorema dellôarea: L'area compresa fra la base e 2 cuspidi consecutive (le cuspidi sono i punti della cur-

va che toccano la retta) è 3 volte l'area del cerchio generatore; 

- La distanza tra due punti di contatto consecutivi della circonferenza generatrice con la direttrice è pari al-

la lunghezza della circonferenza. 

Storia e sviluppo storico della curva cicloide:  

La parola cicloide deriva dal greco ñkykloeid®sò, ñkĨklosò 'cerchio' e ñ-oeid®sò 'forma', cio¯ che ¯ formata da 

un cerchio. La cicloide è spesso chiamata la ñBella Elena della Matematicaò, non solo per le sue numerose 

proprietà e per la sua perfezione estetica ma per essere stata oggetto di numerose dispute tra matematici, co-

me la famosa Elena che fu la causa della guerra di Troia. 

Storicamente nella geometria classica non cô¯ traccia della cicloide, quindi si pu¸ in un certo senso consi-

derare una curva nuova, frutto cioè della rifioritura della Matematica avvenuta nel XVII secolo. Eô, inoltre, 

difficile stabilire chi per primo lôabbia trattata e studiata. Uno dei primi fu certamente Nicola Cusano, che la 

studiò nei suoi tentativi di ñquadratura del cerchioò [8]. Galileo le diede il nome nel 1599 e cercò di misurar-

la teoricamente, senza però riuscirvi. Egli cercò di darne una stima, ricorrendo ad un metodo empirico: tagliò 

un pezzo di carta di quella forma e lo pesò, trovando così che il rapporto dei pesi con il cerchio generatore 

era di circa 3 a 1, ma decise che non era esattamente 3 ma probabilmente un numero irrazionale molto pros-

simo. Evidentemente la soluzione 3 gli era apparsa esageratamente semplice. Mersenne [14] la definì rigoro-

samente stabilendone una prima proprietà, che la lunghezza della sua base è pari alla circonferenza genera-

trice, cercando, senza infine riuscirvi, di trovare lôarea sottesa dalla curva. Nel 1615 egli lanci¸ dunque lôidea  

tra i  membri della sua Accademia parigina. Furono in molti a raccogliere la sfida e ciò fu causa di  aspre ri-

valità  lungo tutto il secolo XVII. I primi risultati sono, probabilmente, quelli ottenuti da Roberval [14], che 

risolse il problema dellôarea nel 1634, e calcol¸ anche la lunghezza dellôarco, utilizzando il metodo degli in-

divisibili di  Cavalieri. Queste formule rimasero inedite e, quando alcuni anni più tardi Torricelli le trovò a 

sua volta e le pubblicò, fu accusato di plagio. Pascal  si tirò addosso le ire dei colleghi italiani quando, nella 

ñStoria della cicloideò, attribu³ a Roberval la priorità della scoperta. Il merito di aver sviluppato alcuni meto-

di per costruire la tangente alla cicloide in un suo punto va distribuito fra Roberval, Torricelli, Descartes e 

Fermat [14], mentre altri risultati sono dovuti a Pascal e John Wallis [12].  

La curva cicloide possiede alcune proprietà fisiche interessanti. La prima è stata dimostrata dal fisico o-

landese Huyghens nel 1673 nellôopera ñHorologium oscillatorium sive de motu pendulariumò e consiste 
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nellôisocronismo della cicloide: facendo oscillare un grave su una traiettoria cicloidale, il periodo è indipen-

dente dallôampiezza di oscillazione.  

Nel 1696 Johann Bernoulli pose il problema di determinare ñlineam curvam data duo puncta in diversis 

ab horizonte distantiis et non in eadem recta verticali posita connectentem, super qua mobile propria gravi-

tate decurrens et  syperiori puncto moveri incipiens citissime descendat ad punctum inferius ò, cioè di trova-

re il percorso che consenta ad una particella, soggetta alla sola forza di  gravità, di spostarsi, nel più breve 

tempo possibile,  da un punto P1 ad un altro punto P2, collocato più in basso, ma non allineato verticalmente 

con P1.  

La curva cercata venne detta brachistocrona, nome derivato dal greco, che significa ñtempo brevissimoò. 

Johann, insieme al fratello maggiore Jakob Bernoulli, dimostrarono, sfruttando il calcolo differenziale, che la 

brachistocrona altro non era che la cicloide [5].  

4. Costruzione della cicloide con GeoGebra e verifica sperimentale del Teorema dellôarea 

Lôattivit¨ prevista in questa fase richiede lôausilio del software GeoGebra e consiste nella costruzione della 

cicloide, come luogo dei punti che si ottengono mediante la composizione di una traslazione e di una rota-

zione. Le linee guida per la costruzione sono le seguenti: 

- si definisce lo slider r=[0,5] per creare un raggio di lunghezza variabile; 

- si definisce il tempo con lo slider t=[0,10]; 

- si definisce la velocità con lo slider v=[-5,5]; 

- si definisce la velocità angolare con lo slider w=[-5,5]; 

- si definisce il punto A= ( ,1)v tÖ ; 

- si costruisce la circonferenza di centro A e raggio r; 

- si definisce il punto B come intersezione della circonferenza con lôasse x; 

- si definisce il punto Bô come rotazione del punto B di un angolo tw- Öattorno al centro A; 

- si costruisce il luogo dei punti Bô al variare di t: tale luogo altro non è che la cicloide (figura 3). 

 

 

 
 

Figura 3. Consideriamo il punto B sulla circonferenza di centro A. Mentre la circonferenza rotola lungo lôasse delle 

ascisse, il punto B descrive una una curva cicloide (in rosso).  

 

Una volta costruita la cicloide, risulta interessante modificare i valori di alcuni parametri, in particolare la 

velocità v e la velocità angolare w, ed osservare come cambia la forma della curva al variare di tali parame-

tri. In particolare, si potranno proporre le seguenti  

Domande stimolo: 

- Cosa avviene ponendo negativa la velocità angolare w? 
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- Cosa avviene ponendo negativa la velocità v? 

- Cosa avviene annullando la velocità v? 

- Cosa avviene annullando la velocità angolare w? 

- A quale fenomeno fisico è possibile associare la curva cicloide? 

La fase successiva dellôattivit¨ prevede la verifica sperimentale del Teorema dellôarea: lôarea sottesa tra 

due cuspidi della cicloide e la sua retta di base è il triplo del cerchio generatore. Dallôanalisi svolta sul conte-

sto storico, infatti, è emerso come tale teorema abbia creato non poche difficol tà per la sua dimostrazione. 

La verifica sperimentale proposta viene eseguita utilizzando il metodo poligonale per approssimare lôarea 

sottesa tra la cicloide e la sua retta di base [2]. Tale metodo consiste nellôiscrivere un opportuno poligono 

nella cicloide ed approssimarne lôarea con quella del poligono così ottenuto. 

La procedura per la dimostrazione consiste nel disegnare, tramite lo strumento di GeoGebra ñpoligonoò, 

un poligono che abbia due vertici in due cuspidi consecutive della cicloide e gli altri vertici sulla cicloide 

stessa (figura 4).  

 

 
 

Figura 4. Consideriamo la circonferenza generatrice C, di raggio 1r= , ed il poligono inscritto nel ramo di cicloide di 

cuspidi O e P. Aumentando i lati del poligono, questo approssimerà sempre meglio il ramo di cicloide ed il rapporto di 

proporzionalit¨ con lôarea del cerchio si avviciner¨ quindi a 3:1. 

 

Lôidea ¯ di lasciare gli studenti liberi nella scelta del numero di lati del poligono, per far sì che questo sia 

un successivo spunto di riflessione. Si calcola poi lôarea con il comando ñareaò e si confronta tale valore con 

il valore dellôarea del cerchio generatore, osservando che la prima sarà il triplo della seconda, in buona ap-

prossimazione. Seguono, dunque, le seguenti 

Domande stimolo: 

- Da quanti lati è formato il poligono?  

- Come si pu¸ migliorare lôapprossimazione?  

- Aumentando il numero di lati del poligono inscritto, verso quale valore tenderà il rapporto tra le aree 

considerate? 

5. Tautocronia e brachistocronia 

Allo scopo di creare una trasversalità di contenuti e quindi una maggiore assimilazione e trasferibilità degli 

stessi, presentiamo le proprietà meccaniche fondamentali della curva cicloide, la tautocronia e la brachisto-

cronia.  

In primo luogo, per introdurre tali proprietà, enunciamo il Teorema delle Corde per la caduta dei gravi, 

come riportato da Galilei [9] (figura 5): 

 ñSia del cerchio BDA il diametro BA eretto allôorizzonte, e dal punto A sino alla circonferenza tirate linee 

utcumque AF AE, AD: dimostro, mobili uguali cadere in tempi uguali e per la perpendicolare BA e per piani 
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inclinati secondo le linee, DA, EA, FA; sicch¯, partendosi nellôistesso momento dalli punti B, D, E, F, arri-

veranno in uno stesso momento al termine A, e sia la linea DA piccola quantôesser si voglia.ò  

 
Figura 5. Un corpo impiega lo stesso tempo a cadere lungo il diametro AB o lungo una qualsiasi corda della 

circonferenza.  

 

Ciò significa, utilizzando parole più attuali, che i corpi impiegano lo stesso tempo a cadere lungo un dia-

metro verticale e lungo una qualsiasi corda di una circonferenza. In riferimento alla figura 5b, il tempo di ca-

duta lungo la corda AB è dato, come sappiamo, da 1 2t AB g= , mentre per la corda CB si ha 2 2t BC a= , 

ove con a indichiamo lôaccelerazione lungo la discesa CB. Per il II criterio di similitudine dei triangoli, i 

triangoli ABC e BCH sono simili, e dalla scomposizione dellôaccelerazione a, si ha che a gCB AB= .  Sosti-

tuendo quanto ottenuto nella formula per 2t  ricaviamo la tesi, cioè 1 2t t= . 

Galilei, a partire dal teorema delle corde, pens¸ di poter determinare lôisocronismo di un pendolo, il fatto 

cioè che le oscillazioni di un pendolo si svolgono tutte nello stesso tempo, a prescindere dalla loro ampiezza. 

In realtà dopo Galilei, Huygens [7] dimostrò che la curva isocrona non è la circonferenza ma proprio la ci-

cloide. 

Tautocronismo della cicloide: 

Prima di affrontare questa proprietà, ricordiamo la fisica del pendolo semplice. Il pendolo semplice è sche-

matizzato da una massa puntiforme libera di oscillare in quanto appesa ad un filo inestensibile. Il  periodo di 

oscillazione del pendolo semplice è dato dalla formula 2T L gp= , ove L è la lunghezza del filo e g 

lôaccelerazione di gravit¨. Questa formula è valida, come è noto, solo nellôapprossimazione di piccole oscil-

lazioni [1]. Per grandi oscillazioni, tuttavia, il periodo diventa funzione dellôangolo di oscillazione.  

Un fenomeno ben diverso accade per un pendolo cicloidale, rappresentato in figura 6. Si può dimostrare, 

infatti, che, facendo oscillare un grave su una traiettoria cicloidale, il periodo ¯ indipendente dallôampiezza di 

oscillazione: tale fenomeno è chiamato tautocronismo.  

 
Figura 6. Rappresentazione di un pendolo cicloidale: una massa puntiforme m è libera di oscillare lungo una traiettoria 

cicloidale. 

 

Il periodo, in tal caso, vale 4T R gp= , ove R è il raggio della circonferenza generatrice e g è 

lôaccelerazione di gravit¨. Questa proprietà si può verificare sperimentalmente nel modo seguente: se una 

pallina rotola lungo una traiettoria cicloidale, sia che essa compia oscillazioni molto grandi che nel caso di 

oscillazioni piccole, il periodo sar¨ circa lo stesso, cio¯ ¯ indipendente dallôampiezza di oscillazione. 

Brachistocronismo della cicloide: 
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La cicloide è una curva brachistocrona, cioè una curva che minimizza il tempo. Ciò significa che, dati due 

punti nello spazio a quote diverse, la cicloide è la curva che unisce tali punti sulla quale un grave in caduta 

libera impiega il minor tempo. 

Per gli studenti questo concetto risulterà probabilmente sorprendentemente, poiché a prima vista verrebbe 

da pensare che il tempo minore si impiega quando anche lo spazio è minore, e quindi la curva che minimizza 

il tempo è la linea retta che unisce i due punti. Galileo stesso aveva già affrontato il problema ed aveva cre-

duto di risolverlo indicando come traiettoria ottimale lôarco di cerchio. In questo articolo non ci soffermere-

mo sulla dimostrazione del brachistocronismo della cicloide, dal momento che risulta complessa per la classe 

alla quale ¯ rivolta lôattivit¨, un primo biennio di scuola secondaria di secondo grado. Il nostro interesse è, 

piuttosto, quello di far comprendere in maniera intuitiva, grazie al supporto delle macchine matematiche, il 

motivo per il quale il piano inclinato, sebbene sia la curva più breve che unisce due punti a quote diverse, 

non è la soluzione che minimizza il tempo, mentre la cicloide risolve tale problema.  

 
Figura 7. Rappresentazione di un pendolo cicloidale: una massa puntiforme m è libera di oscillare lungo una traiettoria 

cicloidale. 

 

Affinché venga minimizzato il tempo, infatti, bisogna avere una velocità iniziale massima, e ciò avviene 

se il vettore velocità è puntato il più possibile verso il basso. Dalla figura 7 si può facilmente intuire che tre 

la tre situazioni, la cicloide rappresentata in a) è la curva in cui si impiega il minor tempo. Nel laboratorio di 

fisica descritto nel paragrafo successivo si metterà a confronto la caduta di un grave su un piano inclinato 

con lo stesso fenomeno lungo una curva cicloide.  

6. Costruzione di due macchine matematiche per la tautocronia e la brachistocronia 

Dopo aver enunciato le proprietà tautocrona e brachistocrona che caratterizzano la cicloide, in questa fase di 

approfondimento affrontiamo la costruzione di due macchine matematiche utili per la verifica sperimentale 

di tali proprietà. Lôattivit¨ ¯ pensata da svolgere seguendo uno spirito Inquiry Based Science Education 

(IBSE) [13], per cui gli studenti sono liberi nella costruzione delle macchine, senza linee guida per la proce-

dura. 

La macchina per la verifica della tautocronia è costituita da una guida cicloidale lungo la quale poter far 

rotolare una massa di forma sferica. La verifica sperimentale per la proprietà tautocrona, infatti, consiste nel 

misurare il periodo di oscillazione di della massa sferica lungo la guida cicloidale, per oscillazioni grandi e 

piccole e, in tal modo, verificare che il periodo sarà circa uguale in tutti i casi. Il problema principale nella 

costruzione di tale macchina sta nel fatto che il pendolo, oscillando lungo la guida cicloidale, subir¨ lôattrito 

del peso lungo il profilo, e ciò basterebbe a fermare il movimento dopo pochissime oscillazioni [3]. Gli stu-

denti dovrebbero porsi il problema e cercare di trovarne la soluzione. La procedura per la corretta costruzio-

ne della macchina tautocrona è, infatti, quella di attaccare il peso a un estremo di una cordicella, che verrà 

appesa per lôaltro estremo: in tal modo il pendolo descriverà un cerchio, che non e' isocrono. Si costruiscono 

allora due guide, che si mettono dalle due parti del punto di sospensione; in questo modo il filo del pendolo 

non sarà libero di muoversi, ma deve seguire in parte la guida: si tratta allora di costruire un profilo tale che 

lôestremit¨ del pendolo descriva una cicloide. Dal punto di vista della geometria, occorre costruire una curva 

tale che la sua evolvente sia una cicloide. Costruendo due guide a forma di cicloide, si ottiene un pendolo 

perfettamente isocrono (figura 8 (a)). 
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Figura 8. (a) Un esempio di macchina matematica per la tautocronia: il filo su cui è agganciata la massa è vincolato tra 

due guide cicloidali, consentendo cos³ alla massa di oscillare lungo una traiettoria anchôessa cicloidale. (b) Un esempio 

di macchina matematica per la brachistocronia.  

 

La seconda attività laboratoriale prevede la costruzione di una macchina matematica per la verifica speri-

mentale della proprietà brachistocrona. Per la costruzione di tale macchina bisogna costruire una guida ci-

cloidale in cui vi sia una differenza di quota tra il punto di partenza ed il punto dôarrivo della traiettoria. Al 

fine di dimostrare, inoltre, che percorrendo la traiettoria cicloidale la massa impiega un tempo minore rispet-

to alla traiettoria del piano inclinato, si può migliorare la macchina inserendo anche una guida retta (figura 8 

(b)), di lunghezza pari a quella cicloidale, con stessi punti di partenza e di arrivo: dalla misurazione del tem-

po impiegato da una massa a percorrere le due traiettorie, si potrà verificare la proprietà brachistocrona della 

cicloide.  

7. Conclusioni 

Il lavoro presentato in questôarticolo vuole essere una presentazione di un possibile percorso didattico da 

svolgere in classi del primo biennio di scuola secondaria di secondo grado, in cui si dia rilievo 

allôinterdisciplinariet¨ e alla didattica laboratoriale in matematica e fisica, perch® riteniamo che questo ap-

proccio didattico possa risultare potenzialmente coinvolgente nonché possa aiutare alla trasferibilità e allô in-

teriorizzazione dei contenuti.  

Lôinsegnamento della matematica e della fisica ha, infatti, come obiettivo quello di fornire agli studenti 

una conoscenza della realt¨ che, partendo dallôesperienza sensibile, porta allôorganizzazione razionale dei da-

ti osservati [6]. Eô nellôottica di sviluppare competenze sia scientifiche sia tecnologiche che entra in gioco la 

didattica laboratoriale. Il laboratorio, sia di fisica che di matematica, favorisce lôacquisizione di abilit¨ speci-

fiche particolarmente utili nel piano formativo e si presenta come uno strumento particolarmente gradito agli 

studenti, stimolante per lôattenzione e per lôapprendimento, permettendo di migliorare il livello di conoscen-

za di alcuni contenuti. La didattica laboratoriale consente, infatti, di interagire non soltanto con strumenti 

nuovi per gli studenti (come, ad esempio, il software GeoGebra), ma soprattutto stimola lôinterazione tra gli 

studenti stessi, favorendo ed incoraggiando lôapprendimento cooperativo. Non ultimo, lôausilio di metodolo-

giche informatiche nel laboratorio costituisce un mezzo per far fronte alle nuove istanze presenti nellôutenza 

scolastica e si accosta ai diffusi interessi degli studenti di oggi. Eô in questôottica che si ¯ basata lôattivit¨ 

proposta, che mira a coniugare il passato con il presente, ripercorrendo le tappe principali dello sviluppo sto-

rico della cicloide ed analizzando le macchine matematiche storicamente utilizzate per le proprietà tautocro-

na e brachistocrona, ma allo stesso tempo incentivando lôuso delle tecnologie come nel caso di GeoGebra.  

Come ¯ noto nella ricerca in didattica della matematica, alla base dellôapprendimento di qualsiasi conte-

nuto vi ¯ sempre lôinterazione con il docente e tra i pari: la proposta didattica qui presentata si basa, infatti, 

su tale approccio didattico, pur non sottovalutando momenti di ricerca, indagine e scoperta, come nel caso 

della verifica sperimentale del teorema dellôarea o dellôattivit¨ IBSE di laboratorio per la costruzione delle 

macchine matematiche. Riteniamo, infine, che le macchine matematiche possano svolgere un importante 

ruolo nella didattica: come nel caso delle macchine matematiche presentate, molte altre macchine presenti 

nella storia sono state, infatti, riutilizzate negli ultimi anni ai fini didattici [4]. 
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Riassunto. Il presente lavoro riguarda una proposta didattica sulla cinematica, formulata du-

rante il Tirocinio Formativo Attivo (TFA) per la classe A049 ñMatematica e Fisicaò che, a pa-

rere dellôautrice, ¯ spendibile in tutti gli Istituti di istruzione superiore dotati delle necessarie 

attrezzature di laboratorio. 

Abstract. The present paper concerns a didactical proposal about cinematics, developed during 

the TFA (a one-year program for secondary school teacher training) which, according to the 

author, is spendable in every school which is endowed with the necessary laboratory equip-

ment. 

1. Introduzione 

1.1. Motivazioni  

In virtù del riordino del secondo ciclo di istruzione ed in conformità con le raccomandazioni europee sulle 

competenze da far acquisire agli alunni a conclusione dellôobbligo di istruzione [1], la didattica laboratoriale 

in Italia ha subito un grosso rilancio per via del suo ruolo di collegamento tra teoria e prassi, tra contenuti e 

realtà quotidiana, tra ragionamento e azione.   Una delle competenze chiave  [1,7] che il laboratorio 

certamente concorre a sviluppare è quella di saper  lavorare in gruppo [2], non solo perché spesso i 

laboratori non sono dotati di apparecchiature sufficienti per uno studio individuale,  ma anche per 

lôopportunit¨ di scambiare idee, discutere, confrontarsi (cooperative learning) e per capire e abituarsi alle 

dinamiche di gruppo che il mondo del lavoro richiede di saper gestire bene. Il laboratorio, inoltre, per sua 

natura, stimola la capacit¨ critica, mediante lôanalisi, e di comprensione dei fenomeni, ed in esso 

lôapprendimento scolastico si avvicina molto alla produzione culturale tipica della ricerca scientifica.  

1.2.  Inquiry Based Science Education 

Uno dei metodi didattici che valorizzano la didattica laboratoriale e che ho appreso durante il corso di studi 

del TFA ¯ lôInquiry-Based Science Education (IBSE) [3, 4, 5], che ¯ basato sullôintroduzione in classe di 

percorsi didattici che stimolino ad acquisire un metodo di indagine scientifica, proponendo procedure proprie 

della ricerca scientifica. Nello studio di tutte le scienze sperimentali e, per quel che mi riguarda, in quello 

della Fisica in particolare, si dovrebbe reputare prioritaria la comprensione delle metodiche tipiche 

dellôindagine scientifica, piuttosto che la mera acquisizione di una serie di conoscenze da ricordare e che 

comunque non possono che essere riduttive rispetto all'intero bagaglio ritenuto importante per ciascuna 

disciplina. Inoltre, è noto che studenti che sono impegnati nello studio di argomenti o fenomeni che destano 

il loro interesse, essi apprendono meglio e sono più motivati nello studio. Uno dei momenti di una didattica 

basata sull'IBSE è quello della condivisione dei risultati e delle proprie conclusioni; in esso gli studenti 

sottopongono ad unôulteriore revisione critica sia le prove sperimentali sia le loro deduzioni. Ĉ importante 

ribadire che il docente che propone delle esperienze didattiche basate sullôIBSE non ha tanto lôintento di 

trasferire agli alunni dei contenuti scientifici, dei concetti, ma piuttosto di accrescere le capacità di 
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ragionamento dei propri studenti, la loro capacità d'indipendenza da una guida esterna nello studio per la 

comprensione dei fenomeni,  e di stimolare la loro capacità di porsi delle domande e di saper trovare delle 

risposte, mediante una graduale acquisizione ed un incremento  di un certo numero di abilità e conoscenze 

scientifiche. Le fasi di una qualunque attività basata sul metodo Inquiry sono sei [3] e possono essere pensate 

come fasi di un ciclo: esposizione del problema su cui indagare, discussione in gruppo di idee che possano 

costituire possibili soluzioni, selezione di unôipotesi da sottoporre a verifica, progetto ed esecuzione di un 

piano,  raccolta di prove scientifiche o dati e deduzione di conclusioni logiche a partire da questi, 

condivisione e comunicazione dei risultati dellôindagine. A partire dalla comunicazione dei propri risultati o 

della propria spiegazione di un fenomeno, lo studente può giungere ad una  nuova conoscenza modificando 

ed accomodando le proprie conoscenze precedenti e i propri modelli concettuali. A questo punto il ciclo 

dellôInquiry pu¸ ricominciare a partire da una nuova domanda che pu¸ partire, per esempio, da eventuali 

discrepanze rilevate. In questo modo gli studenti possono sviluppare molte abilità proprie della ricerca e altre 

competenze utili nel corso della loro vita. Esistono diversi tipi di attività Inquiry che si differenziano per 

quanto gli studenti partecipano e sono indipendenti dal docente. In ordine crescente di indipendenza e 

partecipazione degli studenti si distinguono 5 tipi [3]: interactive demonstration (in cui il docente conduce 

lôindagine, manipola lôapparato facendo domande su cosa ¯ successo, aiutando gli studenti a trarre delle 

conclusioni scientificamente corrette),  guided discovery (lôesperienza ¯ proposta dal docente come nella 

precedente, ma ed è condotta dagli studenti; è il tipo di esperienza che tradizionalmente si fa in laboratorio), 

guided inquiry (gli studenti lavorano in gruppo e il docente individua un problema e delinea un chiaro 

obiettivo del tipo ñtrovaéò, ñdeterminaéò. Il docente d¨ delle direttive e/o istruzioni complete e gli studenti 

sono guidati da una serie di domande fatte dal docente), bounded inquiry  (come il precedente, ma gli 

studenti devono autonomamente progettare e condurre  lôesperimento; il problema da risolvere ¯ ancora una 

volta posto dal docente; naturalmente questo tipo richiede un certo grado di esperienza da parte degli 

studenti), open inquiry (entro un certo contesto -es. fisico- ci si aspetta che lo studente sappia proporre e 

portare avanti le proprie domande di ricerca e il proprio progetto dellôesperimento, sviluppandolo 

autonomamente; questo tipo di Inquiry ¯ previsto solo per studenti molto esperienti). Lôinsegnante deve 

decidere a che livello di Inquiry vuol far lavorare gli studenti. Naturalmente, allôinizio del primo anno o 

comunque alla prima esperienza basata sull'IBSE, l'insegnante avrà cura di chiamare gli studenti ad 

investigare su problemi circoscritti e semplici, che implichino solo alcune delle fasi descritte sopra,  offrendo 

una guida ed un supporto forti, anche con opportune semplificazioni. Lôobiettivo, per¸, deve essere quello di 

far arrivare gli allievi, nel corso degli anni, ad investigare su problemi via via più complessi acquisendo via 

via sempre più autonomia.  

2. Proposta didattica 

2.1.  Premessa 

Nellôambito del corso del TFA di ñDidattica ed innovazioni della Fisicaò tenuto dal Prof. C. Fazio, abbiamo 

avuto lôoccasione di aggiornarci su alcuni programmi e dispositivi che consentono di proporre a scuola una 

didattica basata sullôIBSE. Ritengo che questa proposta didattica basata sullôIBSE possa essere riproposta in 

una classe terza di una scuola secondaria di secondo grado per verificare le conoscenze acquisite in 

cinematica e dinamica.  Un altro scopo dellôesperienza ¯ rendere ogni alunno parte attiva nel proprio 

processo di conoscenza, facendogli contemporaneamente acquisire delle competenze legate allôanalisi del 

moto di oggetti e delle relative cause.  Quest'esperienza di laboratorio è da fare nell'ultima fase dell'anno 

scolastico; il suo target è composto da alunni di una scuola secondaria di secondo grado al terzo anno di 

Fisica che conoscono lôambiente di laboratorio e che sono alla loro prima esperienza Inquiry.  Il percorso da 

fare in laboratorio è da condursi come Inquiry guidato e lôattivit¨ su cui ci soffermeremo è incentrata sullo 

studio dei grafici s-t, v-t relativi al moto di un carrello lungo un piano inclinato in funzione dell'inclinazione.  

2.2.  Prerequisiti, materiali e strumenti, competenze in uscita e obiettivi formativi 

Le situazioni di lavoro seguenti sono pensate in laboratorio e da eseguirsi in piccoli gruppi. I prerequisiti 

necessari sono:  

¶ elementi di cinematica (moto rettilineo uniforme e uniformemente accelerato) 
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¶ elementi di dinamica (principi della dinamica) 

¶ elementi di base di trigonometria  

¶ calcolo vettoriale 

¶ competenze informatiche di base (e.g. uso del foglio elettronico) 

¶ competenze base sul funzionamento dei dispositivi di acquisizione dati e sul software di gestione 

dati acquisiti 

¶ elementi di Teoria degli errori 

 

e il materiale e gli strumenti necessari sono, per ciascun gruppo, 

¶ un Personal Computer  

¶ un sistema di acquisizione dati 

¶ un programma di acquisizione dati 

¶ un sensore di posizione ad ultrasuoni  

¶ un software di analisi dati 

¶ un carrello con le ruote a basso attrito dotato di respingente magnetico  

¶ un piano sul quale fare scorrere il carrello, dotato di staffa di bloccaggio ad un estremo, lungo 2-3 

metri 

¶ un'asta metrica 

¶ dei libri per variare l'angolo d'inclinazione del piano. 

 

Le competenze che  riteniamo debbano far parte del bagaglio cognitivo di un alunno che faccia esperienza 

di laboratorio in modo responsabile e nella logica dellôIBSE sono:  

1. comprendere i procedimenti e le metodiche caratteristiche dell'indagine fisica; 

2. saper produrre e saper usufruire di informazioni; 

3. saper schematizzare situazioni reali e saper sistematizzare le conoscenze acquisite sulla base dei dati 

raccolti; 

4. saper lavorare in gruppo; 

5. saper individuare le variabili e relazioni significative sulla base di analisi di sistema; 

6. saper elaborare informazioni significative sulla base di tabelle, grafici e di altra documentazione. 

Ci aspettiamo che tali competenze possano essere acquisite tramite il raggiungimento dei seguenti 

obiettivi formativi: 

1. saper acquisire dati 

2. eseguire operazioni fondamentali con le grandezze vettoriali 

3. esprimere correttamente il risultato di una misura 

4. individuare la rappresentazione grafica più opportuna per analizzare un fenomeno 

5. individuare le grandezze fisiche che caratterizzano il fenomeno 

6. indurre una relazione fisica dai dati disponibili 

7. riconoscere il tipo di relazione tra le grandezze fisiche rappresentate in un grafico 

8. riconoscere il tipo di relazione tra le grandezze fisiche rappresentate in una formula 

9. riconoscere in una legge fisica causa ed effetto 

10. riconoscere le differenze tra grandezze scalari e vettoriali 

11. riconoscere le grandezze definite come variazione di unôaltra grandezza rispetto al tempo 

12. stabilire relazioni tra le grandezze fisiche rappresentate in un grafico. 
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2.3.  Elenco situazioni di lavoro 

Lôindagine ¯ articolata in diverse situazioni di lavoro: 

I. Esposizione del problema e brainstorming in laboratorio sull'osservazione del moto di discesa e 

salita di un carrello lungo una guida di alluminio inclinata (1/2 h) 

II.  Attività in laboratorio: moto di  un carrello lungo un piano inclinato e considerazioni sul verso della 

velocit¨ e dellôaccelerazione (2 h) 

III.  Attività in laboratorio: considerazioni sul perché le accelerazioni del carrello in   

salita e in discesa hanno moduli diversi  tenendo fisso lôangolo dôinclinazione (1 h) 

IV.  Attività in laboratorio: moto di  un carrello lungo un piano inclinato al variare    

 dell'angolo di inclinazione; calcolo di g (2 h) 

V.  Commento sulle relazioni consegnate dai gruppi alla fine delle attività (2 h) 

VI.   Test di verifica sui contenuti veicolati dalle attività (1 h) 

 

Alla fine di ciascuna situazione di lavoro, si dovrà chiedere agli alunni di compilare un diario di bordo; la 

sua lettura, alla fine di tutte le attività, consentirà di fare un confronto diacronico sul percorso svolto dagli 

studenti. Esso sarà uno strumento di riflessione per ogni allievo, ma anche uno strumento di valutazione delle 

competenze acquisite durante il percorso. 

 

2.4.  Valutazione e strumenti per la valutazione 

Ǟ bene precisare che la valutazione di unôesperienza basata sullôIBSE ¯ diversa da quella che si farebbe se la 

metodologia impiegata per lôesperienza fosse quella tradizionale sia per quanto riguarda il momento, sia per 

gli strumenti, sia per lôoggetto della valutazione. In questo tipo di esperienze, infatti, il momento della 

verifica non ¯ solo quello in cui lôalunno deve rispondere, oralmente o per iscritto, a domande poste dal 

docente; la valutazione delle conoscenze di uno studente e della sua capacità di esprimersi in un linguaggio 

scientificamente corretto può essere fatta anche mentre questi sta discutendo con gli altri compagni, ad 

esempio nella fase del brainstorming o quando confronta le ipotesi fatte con i dati sperimentali o infine 

quando pone domande. La valutazione devôesser fatta mediante lôosservazione sistematica degli alunni, 

condotta avvalendosi di check list allôuopo predisposte, mediante la lettura dei diari di bordo compilati dagli 

alunni durante tutte le attività, oltre che mediante la somministrazione di una prova scritta finale. Tra gli 

strumenti di valutazione non sottovaluterei neanche quelli forniti dalla valutazione tra pari e 

dallôautovalutazione che contemporaneamente contribuiscono anche allo sviluppo delle capacit¨ di analisi e 

di critica.  

Non solo il momento e gli strumenti di valutazione, ma anche lôoggetto della valutazione sar¨ diverso da 

quello tradizionale. Dovranno essere vagliate le conoscenze e le competenze acquisite, tuttavia è nostro 

parere che il peso maggiore debba essere attribuito alle seconde: ad esempio saranno oggetto di valutazione 

la capacità di analisi di una situazione, il ragionamento rigoroso o ancora la capacità di organizzare i dati in 

tabelle sul diario di bordo.  

Come strumenti di valutazione per le competenze si utilizzeranno dunque: 

¶ check list per osservazione sistematica in laboratorio (possibili item: Partecipazione dellôalunno, 

capacità di lavorare in gruppo, uso degli strumenti, pulizia e ordine, atteggiamento, disciplina) 

¶ diario di bordo (possibili item: titolo dellôesperienza, quale era lôoggetto dellôesperienza? quali 

materiali e quali strumenti ho utilizzato? descrizione dettagliata di ciò che ho fatto, 

descrizione dei risultati da me ottenuti, ho effettivamente ottenuto il risultato atteso?, se 

lôesperienza è stata condotta in gruppo,  cosa ho fatto io e cosa hanno fatto gli altri?, cosa mi 

è piaciuto e cosa cambierei di ciò che ho fatto?, come posso collegare lôesperienza fatta con la 

realtà quotidiana?,  

¶ relazione finale di laboratorio (possibili item:titolo dell'esperimento, scopo dell'esperimento, 

materiali e strumenti utilizzati, cosa si è fatto, dati raccolti e loro elaborazione, risultati degli 

esperimenti, eventuali errori commessi durante le attività, conclusioni ). 

 

Come strumento di valutazione per le conoscenze si utilizzerà: 
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¶ prova di verifica strutturata da redigere  in base alla classe e al suo feedback.  

 

2.5.  Dettaglio delle situazioni di lavoro 

Vediamo adesso nel dettaglio come articolare ogni attività. 

2.5.1. Situazione I: Esposizione del problema e brainstorming 

In laboratorio si dispone, su un tavolo, una guida di alluminio inclinata e si fa assistere la classe al moto di 

discesa e salita di un carrellino con le ruote, lungo la guida. In questo modo si presenta il problema che i 

ragazzi dovranno analizzare sperimentalmente. A questo punto si consegna a ciascuno studente un 

questionario da compilare con domande del tipo: 

Che tipo di moto pensate che sia quello del carrello? 

Quale può essere la rappresentazione grafica in un piano t-s e t-v di questo moto? 

Pensate che lôaccelerazione in salita e in discesa siano uguali? Perch®? 

Al variare dellôinclinazione del piano, cambia qualcosa? 

Quali forze pensate che agiscano sul carrello in salita e in discesa? 

 

Questo questionario servirà per confrontare le idee espresse inizialmente con i risultati ottenuti 

sperimentalmente.  

 

2.5.2.  Situazione II: Moto di un carrello lungo un piano inclinato 

Poiché vogliamo applicare il metodo Inquiry in una forma guidata, predisporremo lôattrezzatura per ciascun 

piccolo gruppo in cui divideremo la classe (è chiaro che il numero ottimale di elementi per gruppo è 2-3, 

tuttavia questo numero potrebbe variare a seconda della disponibilità di attrezzature del laboratorio 

scolastico) oppure forniremo lôattrezzatura agli alunni e diremo loro come disporla, mediante una scheda per 

la configurazione del sistema che potrebbe essere la seguente: 

¶ disporre la guida di alluminio su un tavolo,  

¶ sotto una delle estremità porre dei libri in modo da creare un dislivello, 

¶ porre sulla guida un carrello, 

¶ all'estremità posta più in alto del piano inclinato porre il sensore di movimento ad ultrasuoni  e 

collegarlo ad un'interfaccia che raccolga i dati e li trasmetta ad un computer su cui sia installato un 

programma di acquisizione dati, 

¶ avviare il programma. 

 

 A questo punto si potrebbe consegnare agli alunni la seguente scheda di lavoro in cui chiediamo di:  

a) settare il tempo di misurazione su 40 s e la frequenza di campionamento su 30 campion./secondo, 

b) avviare la misurazione,  

c) far partire il carrello da una posizione intermedia tra il sensore e la staffa di bloccaggio posizionata 

sulla guida, in modo che il moto non abbia inizio entro la zona d'ombra del sensore (che include lo 

spazio fino a circa 30 cm dal sensore), 

d) far salire e scendere più volte il carrello lungo la guida sospingendolo in alto dopo che questo ha 

percorso un breve tratto in discesa, cercando di dare dei colpi non troppo bruschi per farlo risalire, 

e) analizzare i dati acquisiti, 

f) fare un confronto con le previsioni espresse nel questionario. 

 

Chiediamo agli alunni di dedurre quali sono le variabili significative coinvolte, le relazioni fra esse e di 

annotare le  riflessioni elaborate in gruppo sul diario di bordo. A questo punto, facciamo fare agli alunni unô 

analisi dei grafici delle due funzioni s(t) e v(t).  La schermata che essi visualizzeranno sarà simile a quella in 

Figura 1. 
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Figura 1: dall'alto in basso grafici di s(t)  e v(t) 

 

Domandiamo poi: 

nel grafico della posizione in funzione del tempo, quali tratti rappresentano un moto di  salita e quali uno 

di discesa? Perché? 

Perché parte del grafico della velocità in funzione del tempo si trova nel semipiano delle v negative?  

In seguito potremmo far fare lôanalisi di un tratto di grafico:    

    

Figura 2.     Grafico di s(t): legge oraria di tipo parabolico 
 

 

Figura 3.     Grafico di v(t): relazione tra velocità e tempo di tipo lineare 

 

A questo punto si possono confrontare i grafici ottenuti con le leggi studiate in cinematica 

   s=s0+v0(t-t0)+1/2 a(t-t0)
2 

   v=v0+a(t-t0)
  

e un confronto dei grafici ottenuti con le previsioni fatte rispondendo al questionario. I grafici sperimentali 

sembreranno essere in accordo con le previsioni fatte: ci aspettiamo infatti che gli studenti prevedano 

accelerazioni uguali in salita e discesa. 

 

2.5.3. Situazione III: Confronto tra le accelerazioni in salita e in discesa e analisi 

Supporremo di aver già introdotto la classe ai fondamentali della teoria degli errori [6]. Sempre nella logica 

dellôInquiry guidato indirizziamo lôindagine degli alunni chiedendo di eseguire due fit curvilinei distinti su 
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due tratti apparentemente simmetrici del grafico s-t, come in Figura 4, analizzando una salita e una discesa. 

 

Figura 4. Analisi di un tratto di grafico di s(t) 

  

Dal fit curvilineo separato sui due rami di parabola si evince che non si tratta di unôunica parabola (in 

giallo è evidenziato come le due parabole di fit non coincidano: in un caso A=0.2881±0.002115 m/s² e 

nell'altro A=0.2611±0.001103 m/s²). Chiediamo poi di eseguire due fit  distinti su due tratti del grafico v(t) in 

corrispondenza dello stesso intervallo di tempo (cfr. Figura 5). 

 

Figura 5. Analisi di un tratto di grafico di v(t) 

 

Dal fit lineare separato sui due tratti di retta si evince che non si tratta di unôunica retta. 

 

Si chiede di fare un calcolo delle accelerazioni in salita e in discesa. Esse sono diverse. 

Ad esempio, nel caso riportato in Figura 5, come evidenziato in giallo, sono stati ottenuti in discesa un 

valore: ad= 0.519±0.003 m/s² e in salita: as=0.578±0.005 m/s².  

Ripetendo la misurazione 10 volte, si ottengono un valore medio dellôaccelerazione in salita e uno di 

quella in discesa che risulteranno essere diverse. 

Domandiamo ora: cosa vuol dire, secondo la dinamica, che le accelerazioni sono diverse? A questo punto, 

se i nostri studenti hanno compreso bene la dinamica,  risponderanno facilmente che le accelerazioni sono 

diverse perché le forze che agiscono in salita e in discesa sono diverse. 

 

Domandiamo agli studenti: 

¶ quali forze entrano in gioco in salita e quali in discesa? 

¶ Perch® lôaccelerazione in salita del carrello ¯ maggiore che in discesa? 

¶ Sul carrello agiscono altre forze oltre alla forza peso? 

¶ Che verso ha la forza che agisce sul carrello in salita? E in discesa? 

¶ Cosa vi aspettate che succeda se si varia lôangolo di inclinazione del piano? 

 

Si lascia che essi prendano nota delle domande e delle risposte date sul diario di bordo. 

Il docente costruisce lo schema delle forze che agiscono sul corpo in discesa e in salita (cfr.  Figg. 6 e 7). 
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Nellôesperimento condotto la lunghezza del piano era l=(228.4Ñ0,1)cm e lôaltezza del punto pi½ alto del 

piano rispetto al piano orizzontale era h=(11.8±0,1)cm; abbaimo ricavato, in corrispondenza di q  (con senq 

=[(11.8)/(228.4)] ±
6108 -Ö m): 

 

in salita:     g sen q + Fa = 0.578±0.005 m/s²   

in discesa:  g sen q - Fa = 0.519±0.003 m/s² . 

 

Da queste relazioni si evince che le due fasi, di salita e di discesa, sono effettivamente diverse, nel senso 

che le forze agenti sul carrello non sono sempre dirette nello stesso verso. In particolare, è possibile 

eliminare i termini relativi alla forza di attrito, semplicemente calcolando  la semisomma delle accelerazioni 

medie sperimentalmente misurate in salita (asm) e in discesa (adm): 

(asm + adm)/2 = g sen q. 

Risulta che tale valore della semisomma delle accelerazioni ¯ proporzionale al seno dellôangolo di 

inclinazione del piano. 

 

2.5.4. Situazione IV: Misure con angoli diversi: determinazione di g 

Invitiamo gli studenti a  

1. ripetere la misure facendo variare lôangolo  4 volte, in modo da avere 5 set di dati corrispondenti ad 
angoli diversi.  

2. calcolare, per ogni angolo, il valore della semisomma delle accelerazioni medie in salita e in discesa. 

3. realizzare un grafico dei punti (sen q , (adm + asm)/2) ottenuti (ovviamente la relazione tra i valori è 

di proporzionalità diretta, con coefficiente angolare g) 

4. eseguire un fitting lineare 

 

Chiediamo: cosa rappresenta la pendenza della retta? Confrontate il valore trovato con il valore noto della 

accelerazione di gravità. 

 

2.5.5. Situazione V: Confronto tra risultati ottenuti dai gruppi e confronto con le previsioni 

Invitiamo i ragazzi a riferire agli altri compagni le considerazioni fatte e ciò che è emerso durante le varie 

attività, ciò che è andato bene e ciò che poteva essere fatto meglio. Chiediamo a ciascuno, inoltre, di fare un 

confronto tra le previsioni espresse nel questionario con i risultati ottenuti sperimentalmente.  

 

2.5.2.  Situazione VI: Prova di verifica sui contenuti 

Si predisporrà un questionario sui contenuti ritenuti più importanti. 

 

3. Conclusioni 

Questôesperienza ¯ certamente spendibile in tutte le scuole secondarie di secondo grado che possiedono un 

laboratorio dotato della strumentazione necessaria ed essa può costituire un buon avviamento alla 

metodologia su cui è fondata. Il metodo IBSE poi, non richiede in linea di principio, nessuna strumentazione 

              Figura 7.  Schema discesa                  Figura 6.  Schema salita 
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particolare, ne segue che si potrebbero progettare (altre)  esperienze basate sullôutilizzo di materiale povero e 

reperibile in ogni casa. Unôultima osservazione: il metodo IBSE richiede un impegno più grande in termini di 

ore, sia in per la progettazione da parte del docente, sia in termini di ore di lezione da impiegare per portare a 

termine tutte le attivit¨; tuttavia siamo convinti che ñless is moreò (riprendendo, in contesto diverso, un  

motto di Mies van der Rohe): meglio apprendere bene pochi concetti ed averne padronanza che ricordare per 

un breve periodo della propria vita molte nozioni apprese in modo esclusivamente teorico.   
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Riassunto. Nel presente lavoro sono descritte attività laboratoriali utili come supporto o appro-

fondimento di argomenti su proprietà e similitudini tra triangoli, circonferenza e cerchio. Esse, 

mediante un approccio di tipo Inquiry-Based Science Education, attribuiscono allo studente un 

ruolo attivo nel processo di apprendimento: egli scopre o sperimenta lôimportanza dei contenuti 

nellôosservazione della realt¨ che lo circonda, nella risoluzione di problemi quotidiani o parti-

colari quesiti. In tal modo gli apprendimenti stessi vengono valorizzati, resi concreti, reali e 

trasferibili. 

Abstract. In this paper lab activities are described aimed at supporting or mastering specific 

topics related to properties and similarities among triangles, circumference and circle. Through 

an Inquiry Based Science Education approach, the student is given an active role in the process 

of learning. He/she discovers or experiments by him/herself the prominence of the contents and 

becomes able, through the observation of reality, to answer everyday-type problems or specific 

questions. In this way a deepening of math knowledge is performeded, valued and made real as 

it takes place through doing  mathematics in a real context. 

1. Introduzione 

Lôattivit¨ di laboratorio assume un ruolo rilevante nellôazione didattica di quei docenti interessati a rendere le 

proprie lezioni ñintrinsecamente motivantiò stimolando il gusto di apprendere, di scoprire e trovare risposte. 

Secondo lôimpostazione del Piano Nazionale Lauree scientifiche, per laboratorio si intende unôattivit¨, che 

avviene in base a un obiettivo formativo e ad un progetto formulato dai docenti, nella quale gli studenti: 

utilizzano e mettono alla prova le conoscenze e gli strumenti che hanno disponibili, per descrivere e 

modellizzare situazioni e fenomeni, per risolvere problemi, per produrre un evento o un oggetto; discutono e 

lavorano in gruppo con gli altri studenti e con i docenti; prendono decisioni, pianificano e operano per 

raggiungere obiettivi stabiliti; valutano i risultati ottenuti; acquisiscono concetti e abilità operative e li 

collegano in costruzioni teoriche, con consapevolezza metacognitiva. Si tratta quindi di non trasmettere in 

maniera passiva i contenuti ma far s³ che siano gli studenti stessi a scoprirli o a sperimentarne lôimportanza 

nellôosservazione della realt¨ che li circonda, nella risoluzione di problemi quotidiani o particolari quesiti; in 

tal modo, inoltre, lo studente sviluppa una visione complessa ed integrata dellôapprendimento anche 

mediante collegamenti interdisciplinari o a conoscenze già acquisite anche in contesti diversi (La Marca A., 

2010).  

Questo lavoro consta di una raccolta di attività, pensate per studenti di un secondo anno di una scuola 

secondaria superiore, che vogliono essere dei possibili suggerimenti e indicazioni per un completamento o 

approfondimento di un percorso su proprietà e similitudini tra triangoli, circonferenza e il cerchio. Esse sono 

state elaborate in seguito agli interessanti incontri con il prof. Aldo Brigaglia durante il corso TFA (I ciclo, 

a.a. 2011-2012) di Laboratorio di Didattica della Matematica, presso lôUniversit¨ degli Studi di Palermo.  

Lôidea ¯ quella di utilizzare lôapproccio Inquiry-Based Science Education  (Burnaford G E, Fischer J, 

Hobson D., 2009; Llewellyn D., 2002; National Science Foundation, 1999; National Research Council 

(NRC), 2000; Pirrami F., 2010). Si tratta di un approccio induttivo in cui lôinsegnante fornisce agli studenti la 

domanda da investigare, li guida nella costruzione della propria conoscenza e daô spazio maggiore 

allôosservazione, alla sperimentazione e alla riflessione. Ci¸ permette lo sviluppo di competenze scientifiche, 
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aumenta lôinteresse e il rendimento degli alunni e stimola la motivazione degli insegnanti stessi. Facendo uso 

della metodologia didattica del problem solving, ogni attivit¨ ha quindi inizio con una ñdomanda stimoloò 

che chiede lôosservazione, studio o risoluzione di quesiti anche relativi a situazioni quotidiane di difficoltà 

via via crescente: dal calcolo dellôaltezza di un albero si giunge alla determinazione della misura della 

circonferenza terrestre attraverso anche un percorso storico che coinvolge le figure e lôopera di Talete, 

Aristarco ed Eratostene.  

In base allôargomento affrontato, allôutenza, al tempo a disposizione, si pu¸ optare per unôattivit¨ 

piuttosto che unôaltra. Ognuna di esse, inoltre, offre spunti per approfondimenti disciplinari e interdisciplinari 

consentendo, pur nella sua semplicità, di ottenere i seguenti risultati formativi:  

¶ saper utilizzare conoscenze ed abilità acquisite per la risoluzione di problemi relativi a situazioni an-

che al di fuori del contesto scolastico; 

¶ sviluppare e potenziare quelle che sono le competenze base di Matematica attese a conclusione 

dellôobbligo di istruzione; 

¶ sviluppare e potenziare le seguenti abilità: saper misurare, argomentare e congetturare, risolvere e 

porsi problemi, generalizzare risultati, collocare eventi nel tempo e nello spazio, comprendere il sen-

so dellôòinvenzione matematicaò, stabilire relazioni tra fatti apparentemente indipendenti, osservare 

il processo che va dal porsi il problema al raggiungere la soluzione;   

¶ migliorare la percezione che gli studenti hanno della Matematica ritenuta talvolta un puro esercizio 

mentale distaccato dalla realtà; 

¶ evidenziare la differenza tra teoria ed osservazioni: attraverso lôargomento distanze irraggiungibili 

gli allievi constatano lôimpossibilit¨ di procedere in modo naturale mediante livelli operativi e ma-

nuali e comprendono la necessità di un processo mentale superiore. La teoria, in particolare, consen-

te di prevedere e capire anche quando non è possibile osservare o eseguire misure dirette.  

Nel corso delle attività, la suddivisione degli alunni in piccoli gruppi e la produzione di lavori validi 

anche come prove di verifica quali presentazioni, video,é, favorisce il cooperative learning e la peer 

education. Tali strategie, infatti, facilitano apprendimenti attivi, partecipativi e cooperativi attivando un 

passaggio di esperienze, conoscenze ed emozioni allôinterno della comunit¨ classe favorendo un ruolo attivo 

degli studenti che diventano protagonisti consapevoli della propria formazione. Inoltre, coinvolti in lavori di 

gruppo, essi sviluppano capacità di iniziativa, collaborazione e aiuto reciproco, capacità che valorizzano la 

diversità propria di ogni studente e che resterebbero in ombra in un insegnamento tradizionale. Le lezioni 

frontali partecipate, infine, sono necessarie per la formalizzazione dei contenuti nel linguaggio specifico 

della disciplina. 

2. Prima attività: Talete e lôaltezza della piramide di Cheope 

Nel VI secolo a. C. Talete di Mileto, filosofo astronomo e matematico greco, riusc³ a calcolare lôaltezza della 

piramide di Cheope, in Egitto, con una brillante intuizione. Come fece?   

2.1  Svolgimento dellôattivit¨ 

Si lascia che gli alunni riflettano e si confrontino sulle possibili soluzioni ed, eventualmente, si indirizzano i 

loro ragionamenti con domande mirate o suggerimenti opportuni (tra cui quello di riflettere sulla relazione 

esistente tra la lôaltezza di un oggetto e la lunghezza della sua ombra).  

Con una discussione guidata si dà una risposta al quesito: Talete osservò che le lunghezze delle ombre so-

no direttamente proporzionali alle lunghezze degli oggetti che le hanno prodotte e, in particolare, le lun-

ghezze delle ombre proiettate ad un certo istante dai due oggetti stanno tra loro come le lunghezze dei ri-

spettivi oggetti. Conoscendo lôaltezza di unôasta piantata verticalmente in un terreno pianeggiante 

(gnomone) e le lunghezze dellôombra dellôasta e dellôombra della piramide egli pot® ricavare lôaltezza della 

piramide. In particolare nellôistante in cui la lunghezza della sua ombra era proprio uguale alla sua altezza 

la lunghezza dellôombra della piramide sommata alla lunghezza di met¨ della base forniva lôaltezza della pi-

ramide. (La piramide di Cheope misura 227 m di lato e 137 m di altezza).  

Lôaneddoto ¯ presente nellôopera Vite dei filosofi di Diogene Laerzio, storico greco antico vissuto sotto 

lôimpero romano che cita Ieronimo di Rodi (filoso greco vissuto nel I secolo a.C.) per sostenere che Talete 
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abbia misurato l'altezza della piramide di Cheope ed è successivamente ripreso da Plutarco (circa 46 d.C. ï 

125 d.C.), biografo, scrittore e filosofo greco antico, vissuto sotto l'Impero Romano e Plinio il Vecchio (25 

d.C. - 79 d.C.), scrittore romano. In particolare ritengo interessante riportare il seguente brano tratto da Da 

Aldo Bonet, La scienza di Talete, Geometria, Filosofia, Fisica: Alle Pag. 16 e 17 di R. Klimpert leggiamo: 

«Talete dovette tosto superare in dottrina i suoi maestri e, con gran stupore del re Amasi (Faraone dôEgitto 

della XXVI dinastia), misur¸ lôaltezza delle piramidi dalle loro ombre. In proposito racconta Plutarco: 

ñQuantunque egli (il re Amasi) ti ammiri per altre cose, pure pregia specialmente la misura delle piramidi; 

perch® tu (Talete), senza alcuna fatica o istrumento, ma piantando soltanto un bastone allôestremo 

dellôombra proiettata dalla piramide, hai dimostrato, per mezzo di due triangoli formati dal contatto del 

raggio luminoso, che la lunghezza di unôombra ha con quella dellôaltra lo stesso rapporto che lôaltezza della 

piramide ha con quella del bastoneò. Ma tale procedimento di misura richiede assolutamente la teoria delle 

proporzioni, che non può supporsi nota a Talete e molto meno agli Egiziani; poiché essa fu il prodotto dei 

matematici greci posteriori. E perciò, secondo alcuni storici, il racconto di Plutarco ha del romanzesco, e 

che quanto dice in esso di matematica è giudicato colle cognizioni. Può però darsi, che il metodo di Talete si 

sia in seguito perfezionato nel modo suddetto, e che Plutarco, ciò ignorandolo, lo abbia scambiato con quel-

lo originario. Si potrebbe allora prestar fede a Diogene Learzio, secondo il quale, rifacendosi ad un passo 

citato da Geronimo, Talete misurava lôombra della piramide nel momento in cui quella di qualunque altro 

oggetto era uguale allôaltezza di esso; ma il metodo non ¯ affatto sicuro. Eô probabile che vicino alla pira-

mide si piantasse verticalmente un bastone di altezza nota, sulla cui ombra si potesse, in certo modo, scorge-

re lôistante opportuno, quando cio¯ la lunghezza di essa diventava uguale allôaltezza del bastone. Per la so-

miglianza (o similitudine) dei due triangoli, la lunghezza dellôombra della piramide (pi½ la met¨ del lato 

della sua base) risultava allora uguale allôaltezza di questa. Tale procedimento non ¯ che unôapplicazione 

molto semplice della proprietà principale del triangolo rettangolo isoscele, e richiede così poco acume da 

farci convinti che non fu unôinvenzione di Talete, ma lôantico metodo adoperato dai geometri egiziani per la 

misura delle altezze». 

 
Figura 1. Misura dellôaltezza della piramide di Cheope. 

 

Si riflette su quali sono le ipotesi e gli strumenti matematici utilizzati (i raggi del Sole vengono assunti 

paralleli, i triangoli ACE e KLH (si veda la figura 1) sono simili pertanto i lati sono in proporzione e, nel ca-

so in cui la lunghezza dellôombra ¯ proprio uguale allôaltezza dellôasta, i triangoli sono isosceli. 

2.2 Possibili attività connesse alla precedente 

2.2.1. Come possiamo calcolare lôaltezza di un albero senza effettuare delle misure dirette? 
 

Si propone agli studenti la costruzione di uno gnomone: un semplice gnomone può essere realizzato median-

te un chiodo (il più lungo possibile in modo da rendere più precisa la misura della sua ombra) inserito in una 

tavoletta (preferibilmente di compensato dello spessore di 8/10 mm più o meno quadrata).  

Si svolge lôesperienza in un cortile mediante la misurazione dellôombra di un albero e allo stesso tempo 

del chiodo.  

Si discute sulla similitudine dei triangoli ottenuti: assumendo i raggi del Sole paralleli, il chiodo e lôalbero 

paralleli, gli angoli tra essi compresi sono congruenti; poiché i triangoli sono rettangoli e la somma degli an-

goli interni è di 180 gradi, i triangoli sono simili in quanto hanno gli angoli congruenti. Si può pertanto im-

postare la proporzione tra i lati giungendo al calcolo dellôaltezza dellôalbero.  
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Probabilmente gli allievi possono ottenere dei valori leggermente diversi e, in tal caso, è interessante una 

discussione sugli errori di misura da ricercare a diverse cause: ñ¯ difficileò dare una stima precisa della lun-

ghezza dellôombra perché è sfumata, il chiodo di qualche allievo non è perpendicolare alla tavoletta, la tavo-

letta non ¯ stata messa in un piano orizzontaleése utilizziamo le misure di tutta la classe saranno forse tutte 

un poô incerte ma lo saranno un poô in un verso, un poô in un altro. Calcolando la media delle altezze si otter-

rà una misura più attendibile! (Non stiamo affrontando la teoria degli errori fornendo regole o formule: il 

problema deve nascere dalle osservazioni).  

Si propone infine di redigere una relazione sullôintera attivit¨ svolta. 

 

2.2.2. Come possiamo giustificare lôassunzione che i raggi solari possono essere considerati paralleli 
sulla superficie terrestre? 

 

Si pu¸ svolgere lôattivit¨ laboratoriale in un cortile: attaccando una bacchetta al muro perpendicolarmente al 

suolo, lôombra proiettata ¯ parallela e della stessa lunghezza. Lôombra e la bacchetta costituiscono idealmen-

te i lati di un parallelogramma in cui gli altri due lati hanno la direzione dei raggi solari che, pertanto, sono 

paralleli.  

 

2.2.3. Come possiamo calcolare la distanza di uno scoglio dalla riva senza raggiungerlo via mare? 

Si propone una rappresentazione della situazione e di una sua soluzione mediante lôutilizzo del software Ge-

oGebra. Delle possibili risposte vengono sintetizzate qui di seguito: 

 

a. Si osservi la figura 2: dalla posizione iniziale I (tale che SI sia perpendicolare alla riva) si percorre 

un tratto parallelo alla riva e si pianta un paletto in P. Si continua quindi a camminare parallelamente 

alla riva per un tratto PD della stessa lunghezza di IP, quindi perpendicolarmente alla riva nel verso 

opposto al mare fino alla posizione finale F in cui lo scoglio è visto nella stessa direzione del paletto. 

La lunghezza del tratto DF coincide con la distanza dello scoglio dalla riva. I due triangoli di vertici 

ISP e PDF sono infatti congruenti per il secondo criterio di congruenza dei triangoli avendo i lati IP 

e PD congruenti per costruzione e gli angoli ad essi adiacenti congruenti (angoli opposti al vertice e 

angoli retti).  

 
 

Figura 2. Calcolo della distanza di uno scoglio dalla riva  

utilizzando la congruenza dei triangoli. 

 

b. Dalla posizione iniziale I (tale che SI sia perpendicolare alla riva) si percorre un tratto parallelo alla 

riva sino alla posizione P tale che lôangolo IPS sia esattamente di 45Á. In tal caso anche lôangolo PSI 

è di 45°, il triangolo di vertici SIP è isoscele e il tratto IP percorso ha la stessa lunghezza della di-

stanza dello scoglio dalla riva. 
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Figura 3. Calcolo della distanza di uno scoglio dalla riva  

utilizzando la similitudine dei triangoli. 

 

 

c. Si osservi la figura 3: dalla posizione iniziale I (tale che SI sia perpendicolare alla riva) si percorre 

un tratto parallelo alla riva sino alla posizione De si misura lôangolo ɓ. Si disegna un triangolo di 

vertici ABC simile a quello di vertici IDS (rettangolo, con un angolo di ampiezza ɓ e un angolo Ŭ di 

ampiezza 90-ɓ).  Dalla proporzione BC:ID=AB:SI si determina la distanza SI dello scoglio.  

Si potrebbe discutere su quale procedura consente una misura più precisa e, in particolare, come un errore 

di pochi gradi sulla misura di un angolo possa tradursi in un errore notevole nelle misure delle grandezze 

cercate.  A tal fine ¯ utile anche lôattivit¨ successiva.  

3. Seconda attività: Aristarco, il rapporto delle distanze Terra-Luna e Terra-Sole e le dimensioni del 

Sole e della Luna. 

Come fece Aristarco, nel III secolo a.C. a stimare il rapporto delle distanze Terra Luna e Terra Sole? 

3.1  Svolgimento dellôattivit¨ 

Si suggerisce lôosservazione di unôimmagine con le fasi lunari (analoga alla figura 4 tratta dallôEnciclopedia 

Tremila, UTET) in cui siano indicati esplicitamente i raggi solari e si lascia che gli alunni riflettano e si con-

frontino sulle possibili soluzioni. Eventualmente si consiglia la ricerca di opportuni triangoli rettangoli aventi 

per vertici il Sole, la Terra e la Luna e si guidano opportunamente i loro ragionamenti.  

 

 
 

                  Figura 4. Fasi lunari 
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Con una discussione guidata si dà una risposta al quesito: nel suo breve trattato ñSulle dimensioni e di-

stanze del Sole e della Lunaò nel III secolo a. C. Aristarco di Samo, astronomo greco noto anche per aver 

elaborato un primo sistema planetario eliocentrico, diede una stima delle dimensioni del Sole e della Luna e 

ne calcolò le relative distanze dalla Terra. Quando la Luna è in quadratura ossia illuminata per metà, essa 

forma con la Terra e il Sole un triangolo rettangolo. Dopo aver misurato lôangolo Luna-Terra-Sole, Aristar-

co calcolò il rapporto tra i lati di un triangolo ad esso simile stimando così il rapporto tra le distanze medie 

Terra-Sole e Terra-Luna (si veda la figura 5). 

Nonostante la correttezza del suo ragionamento, il valore ottenuto (compreso tra 18 e 20) non è quello re-

ale di circa 400. Questo errore, relativamente grande, ¯ dovuto al fatto che Aristarco diede allôangolo Luna-

Terra-Sole il valore di 87Á (il valore moderno ¯ 89Á e 51ô) e piccoli errori di pochi gradi su un angolo pros-

simo ai 90° generano grandi errori nel rapporto tra lôipotenusa e il cateto minore. Altra difficolt¨ fu, proba-

bilmente, lôindividuare il momento dellôeffettiva quadratura con una precisione difficilmente raggiungibile 

ad occhio nudo: basta un errore di poche ore su quel momento per ottenere un errore enorme nel calcolo del 

rapporto tra i lati. Ciò, naturalmente, non sminuisce il valore matematico della sua opera. 

  

Figura 5. Luna in quadratura. 

 

Si riflette su quali sono le ipotesi e gli strumenti matematici utilizzati.  

Si discute su come un errore di pochi gradi possa tradursi in un errore notevole nelle misure delle gran-

dezze cercate. 

Si possono effettuare collegamenti con lôastronomia, storia, filosofia. In particolare si può discutere sul si-

stema eliocentrico e geocentrico, sul dibattito tra il modello tolemaico e copernicano o sul moto retrogrado 

dei pianeti; tra il V e IV secolo a.C. Platone aveva affermato: Le stelle, rappresentando oggetti eterni, divini, 

immutabili, si muovono con velocità uniforme attorno alla Terra, come noi possiamo constatare, e descrivo-

no la più regolare e perfetta di tutte le traiettorie, quella della circonferenza senza fine. Il Sole, la Luna e i 

pianeti vagano invece attraverso il cielo e seguono cammini complessi, anche retrogadi. Tuttavia, essendo 

corpi celesti, anchôesse devono muoversi in maniera conforme al loro rango elevato: i loro moti devono per-

ciò derivare da una qualche combinazione di cerchi perfetti (ñProgetto fisicaò, Zanichelli).  

Ciò aveva portato allo sviluppo di un modello geocentrico che fu accettato quasi universalmente per un 

periodo di circa duemila anni dallôepoca di Platone ed Aristotele. Eppure Aristarco (forse influenzato da Era-

clide, vissuto circa un secolo prima) sostenne che tutti i moti con ciclo quotidiano osservabili nel cielo pote-

vano essere facilmente spiegati immaginando la sfera celeste in quiete, il Sole al centro e la Terra, i pianeti e 

le stelle in rotazione attorno al Sole stesso. Lôabbassarsi e innalzarsi periodico delle traiettorie del Sole, della 

Luna e di tutti i pianeti, poteva essere facilmente spiegato attribuendo unôopportuna inclinazione allôasse ter-

restre mentre i cambiamenti con ciclo annuale che si verificano nel cielo e i moti retrogradi dei pianeti erano 

dovuti alla rotazione della Terra e dei pianeti stessi attorno al Sole. Tale soluzione fu severamente criticata 

nellôantichit¨: lôidea che la Terra fosse in movimento era completamente inaccettabile sia perché contraria al-

le concezioni spontanee che vedono la Terra ñfermaò sia perch® fortemente in contrasto con le idee filosofi-

che secondo le quali la Terra doveva essere differente dai corpi celesti e la sua posizione naturale doveva es-

sere al centro dellôUniverso.  

Credo sia didatticamente interessante fare osservare come obiezioni simili vennero mosse contro il mo-

dello copernicano molti secoli dopo; ciò consente di affrontare in classe lo studio di dibattiti scientifici, del 

modo in cui le scoperte risentono della cultura ufficiale in un determinato periodo storico e di ricomporre in 
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unôunica prospettiva, con la collaborazione di pi½ insegnanti, il discorso storico-critico, quello umanistico e 

quello scientifico.  

4. Terza attività: Eratostene e la misura della circonferenza terrestre 

Nel III-II secolo a. C. Eratostene da Cirene (citt¨ che si trova nellôodierna Libia) matematico, astronomo 

geografo e poeta greco antico, pur non disponendo di nessun mezzo tecnologico se non lo gnomone, ottenne 

una misura del raggio della Terra che si discosta solo del 5% dallôattuale valore determinato anche grazie 

allôuso delle sonde spaziali. Come fece?  

4.1 Svolgimento dellôattivit¨ 

Si propone agli alunni lôosservazione di unôimmagine analoga alla seguente, si lascia che gli alunni riflettano 

e si confrontino sulle possibili soluzioni.  

 

 
 

Figura 6. Ragionamento seguito da Eratostene 

 

Con una discussione guidata si dà una risposta al quesito: gli antichi Greci ed in particolare Pitagora 

(540 a. C.) e gli allievi di Aristotele (384-322 a. C.) ritenevano che la Terra fosse sferica ed avevano discus-

so sulla misura della sua circonferenza. Fu Eratostene, bibliotecario ad Alessandria, a stabilire, con una 

certa precisione, una misura delle dimensioni della Terra. Egli osservò che nella città di Siene (attuale As-

suan) in Egitto, lungo il Nilo, in prossimità del Tropico del Cancro i raggi del Sole a mezzogiorno nel giorno 

del solstizio dôestate (21 giugno) illuminavano completamente il fondo di un pozzo verticale (uno gnomone 

non proiettava nessuna ombra). Ad Alessandria (assunta sullo stesso meridiano di Siene), invece, nello stes-

so giorno i raggi del Sole a mezzogiorno formavano con la verticale un angolo di 7,2° (un cinquantesimo di 

angolo giro).  Confrontando la direzione dei raggi del Sole con quella delle rette radiali che partono dal 

centro della Terra, comprese che anche lôangolo al centro della Terra sotteso dallôarco di estremi le due cit-

t¨ doveva avere lôampiezza di 7,2Á pertanto la distanza tra le due citt¨ doveva essere un cinquantesimo 

dellôintera circonferenza terrestre. Eratostene, secondo una stima approssimata, valutò la distanza tra Ales-

sandria e Siene in 5000 stadi da cui risultava una lunghezza della circonferenza terrestre 250.000 stadi. Sic-

come lo stadio equivaleva a 156 metri ottenne il valore 2,5x105x(156m)=3,9x107 m. 

Il risultato accettato oggi è di 4,1 x 107 m. 

Si riflette su quali sono le ipotesi del ragionamento di Eratostene: sfericità della Terra, i raggi solari pos-

sono essere considerati paralleli sulla superficie terrestre, le città di Alessandria e Siene sullo stesso meridia-

no é 

Si riflette sulle conoscenze matematiche utilizzate: teoremi fondamentali su rette parallele, proporzionali-

tà tra gli archi di una circonferenza e i rispettivi angoli al centro. 

Si possono effettuare collegamenti con lôastronomia e la storia. 

4.2 Ulteriori attività connesse alla precedente 

4.2.1. Ripetere lôesperienza di Eratostene in collaborazione con gli studenti di un Istituto di una citt¨ 

posta sullo stesso meridiano di Palermo. 
 

Si propone agli studenti delle due scuole di misurare lôaltezza del Sole contemporaneamente e preferibilmen-

te nel momento del mezzogiorno solare (momento della giornata in cui la lunghezza lôombra proiettata dallo 
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gnomone assume il valore minimo). Dal confronto delle altezze e dalla distanza delle località in cui si trova-

no le due scuole, con dei semplici calcoli si ottiene una stima della circonferenza terrestre. In particolare si 

osserva che alle nostre latitudini i raggi solari non raggiungono mai la verticalità ma un semplice ragiona-

mento di carattere geometrico rileva come ciò che conti è la differenza di inclinazione dei raggi.  

Lôesperienza descritta ¯, in realt¨, gi¨ svolta da diverse scuole poste allôincirca sullo stesso meridiano e in 

collaborazione via Internet. La rete di Eratostene (http://www.vialattea.net) è proprio una rete costituita da 

alcune di queste scuole che condividono esperienze di astronomia ñad occhio nudoò pubblicando poi i mate-

riali o i dati elaborati sul sito. Unôulteriore ricerca e dei video presenti sul sito francese Sur les pas d'Erato-

sthène, (www.fondation-lamap.org/fr/eratos) mi hanno permesso di scoprire come tale rete esista anche tra 

scuole di Paesi diversi in nome di una multiculturalità confermata dalla frase ñNew frontiers, meet new 

people, create links across the Worldò.  

 

4.2.2. Lavoro interdisciplinare.  
 

In collaborazione con lôinsegnante di italiano o storia si potrebbe proporre la lettura di parti del libro La 

chioma di Berenice, un romanzo di Denis Guedj (scrittore che ¯ stato docente di ñStoria della Scienza ed E-

pistemologiaò) ambientato nel III secolo a.C. che tratta proprio dellôesperienza di Eratostene e della spedi-

zione organizzata per misurare la distanza tra le città di Alessandria e Siene nel quadro della vita culturale di 

Alessandria dôEgitto. Dal sito ñamolamatematicaò: Mentre con una barca scende lungo il Nilo, sulla terra-

ferma il bematista Beton, guardia del corpo personale di Berenice, misura, contando i propri passi, la lun-

ghezza della strada che collega Alessandria a Siene, seguendo il percorso del Nilo e Teofrasto, in groppa a 

un asino, conta i passi di Beton. Al termine della giornata, Eratostene fa la media fra i due conteggi se lo 

scarto è minimo, altrimenti è necessario ripetere la misurazione 

(http://www.amolamatematica.it/index.php/libri/item/89-la-chioma-di-berenice). 

5. Conclusione 

Uno dei principali obiettivi che un insegnante di discipline scientifiche deve spesso porsi è di migliorare la 

conoscenza e la percezione che i propri studenti hanno di tali discipline. Esse, infatti, sono spesso vissute da-

gli studenti come uno sforzo mentale, lontane dalla quotidianità, attivit¨ riservate a ñscienziatiò o menti ec-

celse. Eppure i loro contenuti rispondono allôesigenza innata nellôuomo di trovare una risposta al ñperch® 

delle coseò, di capirne il funzionamento, di possedere strumenti utili alla risoluzione di problemi educando, 

nello stesso tempo, alla razionalità e allo sviluppo di un pensiero critico. Le attività descritte in questo lavoro 

sono dei possibili suggerimenti di azioni didattiche che un docente può mettere in atto al fine di perseguire il 

precedente obiettivo stimolando nello stesso tempo il gusto di apprendere, di scoprire e trovare risposte. Es-

se, in tal modo, rispondono allôesigenza di mantenere viva la conoscenza (Whitehead, 1929), prevenire che 

diventi inerte, sollecitarne le connessioni con le applicazioni della vita di ogni giorno (Perkins, 1999).  
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Riassunto. Il presente lavoro riguarda lo studio delle equazioni di secondo grado da un punto 

di vista storico e didattico e si intende rivolto  ai docenti e agli alunni di una classe seconda di 

un liceo scientifico. Si precisa che lôevoluzione storica pu¸ indicare le graduali tappe che de-

vono essere percorse nellôitinerario didattico, per poter avviare gli allievi alla disciplina consi-

derata e quindi, nel caso trattato, allôuso del simbolismo algebrico proprio delle equazioni di 

secondo grado e ad un processo di astrazione sempre più massiccio. Dal punto di vista dello 

studente, invece, lo studio dellôevoluzione storica di un concetto pu¸ essergli di stimolo per 

fargli comprendere come ogni concetto matematico sia frutto di un percorso storico che spesso 

abbraccia secoli interi.Tale  lavoro, dopo un excursus storico, presenta un percorso didattico in 

cui si descrive lôargomento e si imposta il lavoro di spiegazione. Segue quindi unôanalisi a 

priori e a posteriori in cui si descrive la somministrazione di un test di verifica ad una classe 

seconda di una scuola di Palermo, includendo lôanalisi delle difficolt¨ ipotizzabili ed unôanalisi 

dettagliata delle difficoltà riscontrate. Questo può servire ai docenti per affinare le tecniche di-

dattiche e per rendersi conto dei problemi riscontrabili dagli studenti. 

2010 Mathematics Subject Classification: 97H30. 

1. Introduzione 

Prima di cominciare la vera e propria trattazione potremmo chiederci perché è importante un quadro storico 

di riferimento quando si studia e si fa studiare la matematica. A mio avviso la risposta sta nel fatto che 

lôevoluzione storica pu¸ indicare le graduali tappe che devono essere percorse nellôitinerario didattico, per 

poter avviare gli allievi alla disciplina considerata e quindi, nel caso trattato, allôuso del simbolismo algebri-

co proprio delle equazioni e quindi ad unôastrazione sempre pi½ massiccia. Dal punto di vista dello studente,  

lo studio dellôevoluzione storica di un concetto pu¸ essergli di stimolo per fargli comprendere come ogni 

concetto matematico sia frutto di unôevoluzione storica che spesso abbraccia secoli interi. 

Unôanalisi storica dellôAlgebra ed in particolare del concetto di equazione, mostra che per molti secoli 

questa disciplina è rimasta indietro rispetto alla Geometria e che la costruzione del fondamentale simbolismo 

algebrico ha avuto un decollo lento e difficoltoso. È quindi possibile che anche gli studenti riscontrino gli 

stessi ostacoli e facciano gli stessi errori che tanti altri del passato hanno commesso. È fondamentale allora, a 

mio parere, prima di addentrarci nello studio della didattica, tracciare un quadro storico dellôAlgebra riper-

correndo le varie tappe del suo sviluppo e soffermandoci sullôevoluzione del concetto di equazione algebrica  

e anche sullôanalisi di alcuni metodi di risoluzione utilizzati nel passato ma che risultano ancora straordina-

riamente attuali. Il presente lavoro include anche una parte significativa di didattica della matematica, in cui 

mi sono occupato di svolgere unôanalisi a priori e una a posteriori sullôinsegnamento delle equazioni di se-

condo grado in una seconda classe di liceo scientifico, tramite la somministrazione di un test di verifica mira-

to.  

2. Percorso storico 

2.1. Gli Egizi 

mailto:cirrito@unipa.it
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Nei papiri egiziani si trovano numerosi esempi di equazioni con enunciati e soluzioni completamente privi di 

simbolismo algebrico. Ad esempio il papiro Rhind, noto anche come papiro di Ahmes (nome del suo autore), 

contiene una tavola per esprimere le frazioni con numeratore 2 e denominatore da 5 a 101 come somma di 

frazioni con numeratore 1 o frazioni unitarie. Per esempio, consideriamo il problema 24 contenuto nel papiro 

[1]. 

PROBLEMA: Qual ¯ il valore del ñMucchioò se il ñMucchioò e un settimo del ñMucchioò sono uguali a 

19. 

 Tradotto nel linguaggio moderno il problema si riconduce a risolvere lôequazione  

ὼ
ρ

χ
ὼ ρω 

Il  metodo di risoluzione di Ahmes consiste nellôattribuire allôincognita x un valore numerico, plausibil-

mente falso, e lavorare su questo valore secondo le operazioni indicate nellôequazione. Il risultato finale otte-

nuto verrà poi confrontato con il risultato richiesto e ricorrendo allôuso di proporzioni si trover¨ la risposta 

esatta. 

Se per esempio attribuiamo alla x il valore 7 otteniamo: 

ὼ
ρ

χ
ὼ ψ 

Possiamo quindi scrivere la proporzione: 8:19 =7:x da cui ὼ
ᶻ

. 

Tale metodo è ricordato col nome di ñregula falsiò o metodo della falsa posizione. 

Il metodo della falsa posizione risulta molto interessante soprattutto se si pensa al periodo in cui esso è 

stato sviluppato. Quello che mancava essenzialmente allôalgebra egizia era la possibilità di indicare in qual-

che modo il numero incognito. 

 

2.2 Lôalgebra babilonese 

Lôalgebra degli egiziani si era interessata per lo pi½ ad equazioni lineari, ma raggiunse in mesopotamia un li-

vello di sviluppo più elevato. Il sistema di numerazione cuneiforme, usato dai babilonesi, è a base 60, ottenu-

to come combinazione dei sistemi naturali a base 10 e a base 6, eredità che ci è giunta nella misurazione di 

angoli e tempo.  

Il ritrovamento delle tavole Plimpton documenta come i babilonesi affrontavano problemi pratici attraver-

so lôuso di tavole di calcolo aritmetico e geometrico. Su tali tavole idearono la notazione posizionale, grazie 

alla quale, utilizzando gli spazi tra i simboli, raggruppavano le cifre ordinandole da destra verso sinistra, se-

condo potenze crescenti. Si consideri a titolo di esempio la seguente scrittura     . Essa indica-

va il numero ςφπ ςφπ ς (in base 60). Rimangono insite in questa scrittura alcune ambiguità in me-

rito alla cifra da esprimere rimaste per mille anni circa, ma tali ambiguità potevano essere eliminate dal 

lettore in basa al contesto della frase. Inizialmente i babilonesi non avevano alcun metodo per indicare lo ze-

ro (anche se a volte veniva lasciato uno spazio vuoto per indicarlo). Ma nel periodo della conquista di Ales-

sandro il Grande si utilizzava un segno speciale,  due piccoli cunei disposti obliquamente, segno che serviva 

per evidenziare la mancanza di una cifra. A quanto pare, però, il simbolo usato dai babilonesi per indicare lo 

zero non pose fine a tutte le ambiguità, giacché sembra che tale segno venisse usato solo per indicare posi-

zioni ñvuote intermedieò e non esiste nessuna tavoletta in cui il segno dei due cunei obliqui compaia in posi-

zione terminale. Ci¸ vuol dire che i babilonesi dellôantichit¨ non giunsero mai ad un sistema le cui cifre a-

vessero un valore posizionale assoluto.  

Fra le tavolette risalenti al periodo babilonese antico si trovano alcune tabelle contenenti le potenze suc-

cessive di un dato numero, analoghe alle moderne tavole dei logaritmi. Sono state rinvenute anche tavole 

delle funzioni esponenziali in cui vengono elencate le prime dieci potenze delle basi 9 e 16 ( [2] ). Possiamo 

affermare che lôalgebra raggiunse in Mesopotamia un livello molto pi½ alto di quello raggiunto in Egitto; in-

fatti molti testi del periodo babilonese antico mostrano equazioni di secondo grado complete a tre termini ri-

solte senza nessuna seria difficoltà, grazie alle abili operazioni algebriche da loro sviluppate. Nel 1930 Neu-

gebauer scoprì che le equazioni di secondo grado complete a tre termini erano state trattate efficacemente dai 
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babilonesi in alcuni dei testi più antichi; dei tre tipi di equazioni di secondo grado, classificati nel medioevo e 

persino allôinizio dei tempi moderni,   

1)  ὼ ὴὼ ή      2)  ὼ ὴὼ ή     3)  ὼ ή ὴὼȢ 

si trovano esempi  nei testi del periodo babilonese antico risalenti a circa 4000 anni fa. 

2.3 Lôalgebra greca 

Un percorso storico sullôevoluzione dellôalgebra e delle equazioni di secondo grado non pu¸ non includere il 

contributo dato dai greci. Si deve ad essi lôinvenzione di una matematica pi½ astratta, fondata su una struttura 

logica di definizioni, assiomi, dimostrazioni e simboli. Questo lento sviluppo ebbe inizio nel VI secolo A.C. 

con Talete di Mileto e Pitagora di Samo, che affrontarono lo studio delle equazioni di secondo grado parten-

do da problemi reali. Ad esempio, la ricerca della sezione aurea di un segmento di lunghezza l, si traduceva 

nella risoluzione dellôequazione:  

ρȡὼ ὼȡὰ ὼ  ovvero  ὼ ὰ ὰὼȢ 

La linea di demarcazione tra stile babilonese e stile greco sta proprio nella trasformazione dellôapproccio 

allôuso dellôalgebra. 

Parlando dellôopera dei greci ¯ impossibile non citare il lavoro di Euclide. Sarebbe troppo arduo affronta-

re una trattazione sistematica dellôopera degli Elementi, preferisco quindi soffermare la mia attenzione sul II 

libro dedicato alla geometria algebrica. Tale libro è breve: contiene soltanto quattordici proposizioni, nessuna 

delle quali compare oggi nei moderni manuali. Eô risaputo che al tempo di Euclide questo libro ebbe grande 

importanza. A quel tempo, infatti, le grandezze erano concepite come segmenti soddisfacenti gli assiomi e i 

teoremi della geometria, cosa che oggi ci pu¸ sembrare alquanto strana perch® noi possediamo lôalgebra 

simbolica e la trigonometria, che hanno sostituito gli equivalenti geometrici della matematica greca. Euclide 

costruiva la soluzione delle equazioni di secondo grado mediante il procedimento noto come ñapplicazione 

delle areeò. Questo metodo consiste nel problema di trovare un segmento, altezza di un rettangolo di area da-

ta, che a sua volta viene aggiunto o tolto ad un altro segmento assegnato, costituendo così la base del rettan-

golo in questione. 

 

2.4 Diofanto di Alessandria 

A Diofanto viene spesso dato lôappellativo di padre dellôalgebra. La sua opera principale a noi nota ¯ lô Ari-

thmetica, un trattato originariamente in tredici libri, di cui ci sono rimasti solo i primi sei. LôArithmetica di 

Diofanto è un trattato caratterizzato da un alto grado di raffinatezza che somiglia molto allôalgebra dei babi-

lonesi, ma mentre i babilonesi si erano interessati soprattutto alla soluzione approssimata di equazioni deter-

minate fino al terzo grado, lôopera di Diofanto ¯ quasi esclusivamente dedicata alla soluzione esatta di equa-

zioni sia determinate che indeterminate. Nei sei libri che ci sono pervenuti si fa uso sistematico di 

abbreviazioni per indicare potenze di numeri e per esprimere relazioni e operazioni ( [3] ). Unôincognita vie-

ne rappresentata da un simbolo simile alla lettera greca ‎, il quadrato di tale incognita con ῳ  , il cubo come 

ὑ , la quarta potenza, che viene chiamata quadrato-quadrato, viene rappresentata da ῳῳ , la quinta potenza 

o quadrato-cubo da ῳὑ, e la sesta potenza o cubo-cubo da ὑὑ . Diofanto era ovviamente a conoscenza 

delle regole di combinazione equivalenti alle nostre regole per gli esponenti, e possedeva termini specifici 

per indicare i reciproci delle prime sei potenze dellôincognita. La differenza principale tra la notazione ab-

breviata di Diofanto  e la notazione algebrica moderna sta nella mancanza di simboli specifici per esprimere 

relazioni e operazioni, oltre che nellôassenza della notazione esponenziale. Questi elementi notazionali, as-

senti nellôalgebra di Diofanto furono in gran parte introdotti durante il periodo che va dalla fine del XV 

allôinizio del XVII secolo. 

 
2.5 La Cina e lôIndia 

Le civilt¨ della Cina e dellôIndia sono molto pi½ antiche di quelle della Grecia e di Roma, anche se non  ante-

riori a quelle che fiorirono nellô Egitto e in Mesopotamia. Esse risalgono allôet¨ potamica, mentre la cultura 

greca e quella romana appartenevano allôEt¨ classica. Per quanto concerne lôalgebra vera e propria uno dei 

maggiori rappresentanti in Cina fu sicuramente Chu-Shih-chieh. Di lui si hanno ben poche notizie cronologi-
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che ma si è concordi nel datare la sua attività tra il 1280 e il 1303. È in questo periodo che egli realizza la sua 

principale opera, Il Ssu-yuan yu-chien (prezioso specchio dei quattro elementi). Questo libro rappresenta il 

punto pi½ alto raggiunto dallôalgebra cinese: esso tratta infatti di sistemi di equazioni e di equazioni di grado 

sino al quattordicesimo. In esso lôautore espone un metodo di trasformazione che egli chiama fan-fa e che 

oggi è stato recepito come metodo di Horner, vissuto in Europa nel XVII secolo. 

Per risolvere lôequazione ὼ ςυςὼ υςωςπ, secondo tale metodo, lôautore poneva in prima appros-

simazione  x=19 ( si noti che una radice è compresa tra 19 e 20), poi utilizzava la trasformazione  y=x-19, 

per ottenere lôequazione ώ ςωπώ ρτσπ. Di questôultima ne dava il valore approssimato di ώ , 

pertanto il valore corrispondente di x era ὼ ρω . Tale metodo venne usato in seguito anche per la riso-

luzione di equazioni di grado superiore al secondo. Riporto ora qualche breve informazione sullôalgebra in-

diana per cercare di capire quali influssi la Cina e lôIndia abbiano rispettivamente esercitato lôuna sullôaltra 

durante il primo millennio dellôEra Cristiana. 

Tra il VII e il XII secolo pervenirono dallôIndia notevoli contributi allôalgebra ed in particolare alle equa-

zioni di secondo grado. Essi introdussero la numerazione posizionale ed i numeri indù: simboli usati per in-

dicare i numeri da 1 a 9.  

Verso il 630 fu attivo nellôIndia centrale il matematico Brahmagupta, che fu il primo a dare una soluzione 

generale allôequazione ax+by=c, con a, b, c interi. I contributi dati da Brahmagupta allôalgebra sono notevoli 

se si pensa per esempio che egli utilizzava anche le radici negative per unôequazione di secondo grado. Inol-

tre, sebbene i Greci possedessero il concetto di nulla, non lo interpretarono mai come un numero, come inve-

ce fecero gli indiani. Tuttavia anche qui Brahmagupta non era chiaro, affermando che 0:0=0, mentre non si 

pronunciava sulla questione delicata di a:0, per a diverso da zero. 

ñUn numero positivo diviso per un numero positivo, o un numero negativo diviso per un numero negativo, 

dà un numero positivo. Zero diviso per zero non dà nulla. Un numero positivo diviso per un numero negativo 

dà un numero negativo. Un numero positivo o negativo diviso per zero è una frazione avente per denomina-

tore zero.ò ( [4] ) 

2.6 Lôegemonia Araba 

Durante il califfato di Al-Mamun (809-833) si raggiunse lôapice del pensiero matematico arabo. Al-Mamun 

fond¸ a Bagdad una ñCasa del sapereò paragonabile allôantico museo di Alessandria. Fra i suoi membri vi 

era un matematico e astronomo, Mohammed ibn-Musa al-Khuwarizmi. Egli scrisse due opere di aritmetica e 

algebra che svolsero un ruolo molto importante nella storia della matematica. Come sottolinea Boyer (si veda 

[5]) lôopera di al-khuwarizmi segna un regresso rispetto a quella di Diofanto: innanzitutto è di livello più e-

lementare di quello che si riscontra nei problemi diofantei e, in secondo luogo, lôalgebra di al-khuwarizmi è 

del tutto retorica, senza alcuna di quelle forme di abbreviazioni proprie dellôalgebra sincopata che si riscon-

trano nellôArithmetica di Diofanto o nellôopera di Brahamagupta. Ma lôAl-jabr si avvicina allôalgebra ele-

mentare moderna più delle opera di Diofanto e di Brahmagupta: esso infatti non tratta difficili problemi di 

analisi indeterminata, ma presenta unôesposizione piana ed elementare della soluzione di equazioni, special-

mente di secondo grado. Gli arabi in generale amavano argomentazioni ben fondate, chiaramente presentate 

dalle loro premesse alla conclusione, oltre a curare lôorganizzazione sistematica della trattazione: sotto tali 

aspetti  né Diofanto, né i matematici indiani erano stati particolarmente brillanti. 

 La versione latina dellô Al-jabr si apre con una breve formulazione introduttiva del principio del valore 

posizionale dei numeri; si procede poi a trattare, in sei brevi capitoli, la soluzione dei sei tipi di equazioni 

formate da tre specifiche quantità: radici, quadrati e numeri. I sei casi di equazione presentati esauriscono 

tutte le possibilità di equazioni lineari e di secondo grado aventi una radice positiva e sono i seguenti: 

l.  I quadrati sono uguali alle radici: ax
2
 = bx 

2. I quadrati sono uguali a un numero: ax
2
 = c 

3. Le radici sono uguali a un numero: ax = c 

4. I quadrati e le radici sono uguali a un numero: ax
2
 + bx = c  

5. I quadrati e i numeri sono uguali alle radici: ax
2
 + c = bx 
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6. Le radici e i numeri sono uguali ai quadrati: bx + c = ax
2
. 

In queste forme canoniche i coefficienti sono tutti positivi e i termini appaiono dunque sempre come 

grandezze additive. Ogni equazione viene sistematicamente ricondotta ad uno dei tipi indicati e, per la riso-

luzione, si impiegano due operazioni fondamentali: l' al-jabr (completamento, riempimento; tradotto in lati-

no con restauratio), che corrisponde ad eliminare i termini negativi, aggiungendo termini uguali nei due 

membri (regola del trasporto), e l' al-muqabala (messa in opposizione, bilanciamento; latino oppositio) che 

corrisponde alla riduzione dei termini simili nei due membri. Inoltre il coefficiente del termine di secondo 

grado viene sempre ridotto all'unità, con un'operazione, detta al-hatt, che in particolare è applicata nella riso-

luzione delle equazioni dei tipi 4 e 5. Uno dei punti più importanti e innovativi della trattazione è la ricerca 

della soluzione algoritmica: cioè il fatto che, per le equazioni di secondo grado, la soluzione si deve esprime-

re per radicali. Al-Khwarizmi dapprima enuncia, a parole, la regola risolutiva e poi ne fornisce la dimostra-

zione geometrica, sfruttando l'eredità greca classica. Egli studia l'equazione come oggetto matematico in sé, 

ne cura la classificazione, il metodo risolutivo e la discussione di ogni caso. Non tiene però mai conto delle 

soluzioni negative, forse proprio in quanto restava comunque un forte legame con le grandezze geometriche 

(quindi sempre positive), ravvisabile nelle verifiche, e un ancoraggio ai problemi concreti della vita quoti-

diana.  

Ecco ora in dettaglio un esempio per la risoluzione delle equazioni complete in secondo grado del tipi 4: 

x
2
 + 10x = 39,  che rappresenta il tipo: "Radici e quadrati uguali a numeri". Al-Khwarizmi afferma: "La so-

luzione è: dividi a metà il numero delle radici, che in questo caso dà 5. Moltiplica questo per se stesso: il 

prodotto è 25. Aggiungilo a 39, ottenendo 64. Ora prendi la radice di questo, che è 8 e sottrai da questo la 

metà delle radici, 5; il resto è 3. Questa è la radice del quadrato che cercavi e il suo quadrato è 9." 

In notazioni moderne, l'equazione è rappresentabile con x
2 
+ px = q ed è risolta con la regola 

22

2
pp

qx -ö
÷

õ
æ
ç

å
+= . 

 Alle regole risolutive con i radicali, come si è già detto, Al-Khwarizmi fa seguire la dimostrazione geo-

metrica che corrisponde al procedimento noto come "completamento del quadrato". La dimostrazione geo-

metrica si deduce dalla figura riportata di seguito e corrisponde alla seguente trasformazione:  x
2
 + 2

2

p
x + 

2

2
ö
÷

õ
æ
ç

åp
= q + 

2

2
ö
÷

õ
æ
ç

åp
. 

 
                                                                                 Figura 1 

2.7 Il contributo degli europei 

I risultati ottenuti dagli arabi arrivarono In Europa attraverso le crociate e gli scambi commerciali. Lôalgebra 

di al-Khuwarizmi ebbe una grossa influenza sui matematici europei del medioevo, grazie alla traduzione la-

tina fatta da Roberto di Chester e da Gerardo da Cremona. Nel XII secolo colui che ha subito maggiormente 

questa influenza fu Leonardo Pisano detto il Fibonacci il quale ci ha lasciato, tra le altre, la principale opera 

di matematica ovvero il Liber Abaci. Tale opera si apre con lôidea che lôaritmetica e la geometria fossero 

connesse tra di loro e si rafforzassero lôuna con lôaltra. Nondimeno, il Liber Abaci si interessava pi½ dei nu-

meri che della geometria; esso descriveva le nove figure indiane assieme al segno zero ( a Fibonacci va il 

merito di averlo introdotto per primo in Europa), che in arabo viene chiamato zefiro. Altro merito di Fibo-
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nacci è stato quello di introdurre nel mondo europeo la sbarretta orizzontale nelle frazioni (notazione che era 

già in uso nel mondo arabo), anche se fu solo nel XVI secolo che essa entr¸ nellôuso generale ( la sbarretta 

inclinata fu suggerita nel 1845 dal matematico inglese A. De Morgan). 

Negli ultimi capitoli del Liber Abaci, Fibonacci descrisse dettagliatamente lôuso dellôalgoritmo proposto 

da al-Khuwarizmi, esponendo la solita classificazione araba delle equazioni nei sei tipi elencati precedente-

mente. 

Il XVI secolo, è per la matematica, ricco di grandi algebristi. La più antica algebra rinascimentale è quella 

del francese Chuquet con il trattato ñTripartyò, che ¯ dedicato alla soluzione delle equazioni. Lôoriginalit¨ ¯ 

poca ma compare una novità: viene espresso, per la prima volta, un numero negativo isolato in 

unôequazione(4x= -2). 

Il rinascimento ¯ il periodo dellôalgebra sincopata, il cui inventore pu¸ considerarsi Luca Pacioli, mate-

matico, frate francescano, autore della prima opera generale di aritmetica ed algebra pubblicata a stampa nel 

1494: ñSumma de aritmetica, geometria, proporzioni et proporzionalit¨ò. 

Tale opera  è considerata il primo trattato di algebra stampata; in essa vengono trattate le tecniche di mol-

tiplicazione ed estrazioni di radici, di risoluzione di equazioni di primo e secondo grado. Sebbene sia priva 

della notazione esponenziale, presenta un uso di forme abbreviate proprie dellôalgebra sincopata: le lettere p 

ed m al posto del pi½ per lôaddizione e del meno per la sottrazione, lôuso di co, ce, ae rispettivamente per: co-

sa (incognita), censo (quadrato) ed aequlis (uguale). Successivamente, ad opera di Widmann, le lettere p ed 

m finirono per essere sostituite dai simboli + e -. 

Un passo importante per lôabbandono della vecchia classificazione delle equazioni di II grado fu compiu-

to da Michael Stifel che, nella sua ñAritmethica integraò, mediante lôuso di coefficienti negativi nelle equa-

zioni, ricondusse le molteplicit¨ dei casi in unôunica forma del tipo ὥὼ ὦὼὧ π. Egli aveva completa 

familiarit¨ con i numeri negativi e le loro propriet¨, pur non ammettendoli come radici di unôequazione, per-

ch® considerati ñnumeri absurdiò. 

La figura più eminente in questo periodo di transizione tra rinascimento e mondo moderno fu il francese 

Viète (1540-1558), che segn¸, per alcuni studiosi, il passaggio dallôalgebra sincopata allôalgebra simbolica, 

proprio perch® fu senza dubbio nel campo dellôalgebra che egli diede i suoi contributi più validi. Fino a quel 

momento il problema principale dellôalgebra risiedeva nella mancanza di una notazione specifica, in tal sen-

so un geometra, per mezzo di una figura, era in grado di rappresentare con ABC tutti i triangoli, ma un alge-

brista non aveva nessun mezzo corrispondente per esprimere tutte le equazioni di secondo grado. ñĈ vero 

che si erano utilizzate le lettere per rappresentare grandezze note o incognite sin dai tempi di Euclide, ma 

non si era escogitato nessun mezzo per distinguere le grandezze che si assumeva essere note dalle quantità 

incognite che si dovevano trovareò [5]. Qui Viète introdusse un principio convenzionale che era tanto sem-

plice quanto geniale: egli utilizzò una vocale per rappresentare una quantità incognita e una consonante per 

indicare una grandezza che si assumeva come note o determinata. Abbiamo qui per la prima volta 

nellôalgebra una netta distinzione tra lôimportante concetto di parametro e lôidea di quantit¨ incognita. Pur-

troppo Viète era moderno solo per certi aspetti, mentre per altri era ancora fedele alla tradizione antica e me-

dievale. La sua algebra è fondamentalmente sincopata più che simbolica: infatti, sebbene egli saggiamente 

adottasse i simboli tedeschi per lôaddizione e la sottrazione e, ancora più saggiamente, usasse simboli diversi 

per i parametri e le incognite, per il rimanente usava soltanto alcune frasi e abbreviazioni. La moltiplicazione 

veniva espressa col termine latino in, la divisione era indicata dalla linea di frazione, e per lôuguaglianza Viè-

te usava unôabbreviazione del latino aequalis. Dôaltra parte non era possibile che il cambiamento completo 

fosse opera di un solo uomo; esso venne realizzato per gradi successivi. 

Questa breve trattazione storica vuole solo essere uno spunto per il lettore e un punto di partenza per svi-

luppare alcuni approfondimenti, qualora se ne sentisse la necessità. Essa vuole anche servire per sensibilizza-

re il lettore, plausibilmente un docente, su quali siano i problemi moderni legati alla comprensione da parte 

degli studenti della teoria delle equazioni di secondo grado. Per maggiori chiarimenti e ulteriori approfondi-

menti si rimanda ai testi [5], [6], [7], [8]. 
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3. Percorso didattico: le equazioni di secondo grado. 

3.1 Introduzione allôargomento 

Per introdurre lo studio delle equazioni di secondo grado, può risultare utile proporre agli studenti un sempli-

ce problema-stimolo, che vede lôapplicazione dellôargomento da trattare nella vita quotidiana.  

Questo problema può essere proposto in un contesto di insegnamento tradizionale, utilizzando attività di 

cooperative learning informale, che possono seguire una presentazione o una spiegazione da parte 

dellôinsegnante.  

In tal modo si sviluppa allo stesso tempo negli alunni abilità sociali di base (come alzarsi senza far rumo-

re con sedie e banchi o dare e chiedere aiuto) e competenze cognitive, che serviranno per affrontare attività 

organizzate come leggere in modo significativo, riassumere e schematizzare.  

Inoltre, si stimola lôapprendimento per scoperta e, allo stesso tempo, si contestualizza e concretizza la te-

matica da affrontare. 

 
3.1.1 Problema stimolo 

In un torneo di calcio, ogni squadra ha giocato con tutte le altre una sola volta e, complessivamente, si sono 

svolti 6 incontri. Quante sono le squadre che hanno partecipato al torneo? 

La soluzione del problema proposto pu¸ essere individuata graficamente per ñtentativiò: 

 

                                           Figura 2                                            Figura 3 

¶ 2 squadre:1 incontro 

¶ 3 squadre: 3 incontri 

¶ 4 squadre: 6 incontri 

Il modello algebrico del problema, invece, è basato sul seguente ragionamento: 

Se x indica il numero delle squadre, ogni squadra incontra le rimanenti (x-1). In tal caso verrebbero svolti 

( )1x x-  incontri nei quali però, ogni incontro è contato due volte (ab, ba, ac, ca,é) e quindi: 

( )1
6

2

x x-
=  

Infatti: 

Per 2 squadre il numero degli incontri è: 
2(2 1)

1
2

-
=  

Per 3 squadre il numero degli incontri è: 
3(3 1)

3
2

-
=  

Per 4 squadre il numero degli incontri è: 
4(4 1)

6
2

-
=  

Da cui: 
2 12 0x x- - =      con ὼ‭Ὑ 
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Lôequazione ottenuta ¯ di secondo grado in x (in quanto il massimo esponente dellôincognita x è 2). Ri-

solvendo tale equazione si determina il numero delle squadre pervenendo allo stesso risultato già ottenuto 

graficamente. 

 Con questo semplice ed interessante problema-stimolo si può catturare lôattenzione degli studenti ed il lo-

ro coinvolgimento ponendoli di fronte ad un problema non solo matematico ma della loro vita quotidiana. Lo 

scopo è di far capire loro che ci sono molti altri problemi non puramente matematici che per essere risolti 

hanno bisogno di equazioni di secondo grado. È pertanto necessario saper risolvere questi tipi di equazioni. 

 

3.2 Presentazione dellôargomento 

In questa parte si danno le definizioni formali di equazione di secondo grado e di soluzione di una equazione 

di secondo grado, ricollegandosi ai concetti già formulati nella definizione delle equazioni di primo grado. 

Domanda-stimolo: 

Per determinare algebricamente le soluzioni di unôequazione di II grado, si sfrutta dapprima lôapproccio intu-

itivo, proponendo agli studenti di cercare di risolvere, con il solo aiuto degli strumenti finora in loro posses-

so, lôequazione 
2 10 24 0x x+ - =, guidandoli nella risoluzione suggerendo di ricondurre il trinomio ad un 

quadrato di binomio: ¯ possibile trasformare il trinomio precedente in unôequazione del tipo 
2( )x A B+ =, 

dove A e B rappresentano numeri reali? 

Si guidano così gli studenti nella risposta, al fine di una maggiore comprensione della successiva tratta-

zione generale. 

Formalizzazione: 

Allo scopo di determinare algebricamente le soluzioni della generica equazione di II grado, si danno le defi-

nizioni di determinante distinguendo i casi in cui esso sia maggiore, minore o uguale a zero. 
 

SCHEMA RIASSUNTIVO: 

SOLUZIONI DELLE EQUAZIONI DI SECONDO GRADO COMPLETE  

Segno del discriminante Soluzioni Esempio 

ȹ>0 Due radici reali e distinte: 

ὼ
ὦ ЍЎ

ςὥ
ȟὼ

ὦ ЍЎ

ςὥ
 

ὼ ρπὼ ςτ π 

Ў ρωφ 

ὼ ρςȟὼ ς 

ȹ=0 Due radici reali e coincidenti: 

ὼ ὼ
ὦ

ςὥ
 

τὼ τὼ ρ π 

ὼ ὼ
ρ

ς
 

ȹ<0 Non esistono soluzioni reali. ςὼ σὼ σ π 

 

3.2.1 Risoluzione geometrica col metodo del completamento dei quadrati 

La formula generale di risoluzione delle equazioni di secondo grado è ricavata dal metodo geometrico del 

completamento del quadrato. Questo metodo consiste nel ricondurre, infatti, un polinomio quadratico in una 

incognita al quadrato di un polinomio di primo grado, utilizzando il prodotto quadratico di un binomio: si 

modifica lôequazione fino a ottenere al primo membro il quadrato di un binomio nella forma (a+b)
2
 = 

a
2
+2ab+b

2
 . Il metodo del completamento del quadrato, oltre alla sua importanza dal punto di vista storico, è 

utile perché aiuta gli studenti a costruire logicamente i processi algebrici che portano alla formula risolutiva 

delle equazioni di secondo grado. Presentiamo, dunque, il metodo del completamento del quadrato per risol-

vere lôequazione: + - =2 10 39 0x x  equivalente a + =2 10 39x x . 
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Figura 4 

Costruiamo il quadrato ABCD il cui lato AB misura x. Si prolunghino BA e AD di un segmento   AE = 

DF = 5 (metà del coefficiente del termine di primo grado 10x) e si completi il quadrato BELG. La figura 

EHDFGB ha area x
2
 + 10x, cioè 39; aggiungendo a questa figura il quadrato HDFL di lato 5, che ha per area 

25, si ottiene il quadrato EBGL che ha per area 64 (25 + 39). Il lato di questo quadrato è 8, che diminuito di 5 

dà il valore cercato dellôincognita, cio¯ 3. Algebricamente, ci¸ ¯ equivalente a: 

( )
2 25 10 25 39 25 64 5 8 3x x x x x+ = + + = + = Ý + = Ý = 

3.2.2 Risoluzione grafica delle equazioni di secondo grado 

Presentiamo, infine, la risoluzione grafica di una generica equazione di secondo grado. Le soluzioni di 

unôequazione di secondo grado possono, infatti, vedersi come le ascisse degli eventuali punti di intersezione 

tra la parabola associata allôequazione di II grado e lôasse delle ascisse. Sia data lôequazione di secondo gra-

do generica ax
2
+bx+c=0 con a,b,c  ̒R, aÍ0 . Tale equazione può vedersi come risolvente il sistema: 

2

0

y ax bx c

y

ë= + +
ì
=í

 

che traduce, come già detto, analiticamente il problema di determinare le intersezioni tra la parabola di equa-

zione y = ax
2
+bx+c e lôasse delle ascisse (la cui equazione ¯ y=0). 

Vi sono, dunque, tre possibili casi che possono presentarsi, descritti nelle figure seguenti: 

Á 
2 4b acD= - > 0: il grafico della parabola interseca lôasse delle ascisse in due punti distinti di coor-

dinate reali, da cui il sistema (e quindi lôequazione di II grado) ha due soluzioni 1 2x x̧ . 

Á 
2 4b acD= - =0: il grafico della parabola ¯ tangente allôasse delle ascisse, dunque interseca tale asse 

in un punto di coordinate reali, da cui il sistema (e quindi lôequazione di II grado) ha due soluzioni 

coincidenti 1 2x x= . Tale punto di contatto con lôasse delle ascisse corrisponde al vertice della para-

bola. 

¶ 
2 4b acD= - < 0: il grafico della parabola non interseca lôasse delle ascisse. Le soluzioni del sistema 

(e quindi lôequazione di II grado) non sono reali. 
 

Nella successiva sezione si analizzeranno alcuni tra i libri di testo maggiormente adottati nei bienni di un 

liceo scientifico ponendo lôattenzione su come viene trattato in essi lôargomento equazioni di secondo grado. 

Per ciascuno dei tre testi presentati riporterò una tabella nella quale saranno annotati i punti di forza e le e-

ventuali mancanze di ciascun libro in merito alla descrizione di tale argomento, in modo tale che il lettore 

possa farsi unôidea critica sulle effettive potenzialit¨ di ciascun testo. 

Tali tabelle descriveranno come ¯ organizzato lôargomento in questione ( se ¯ suddiviso in pi½ capitoli, se 

vi sono note storiche, se lôautore utilizza un approccio prettamente algebrico o geometrico, ecc.), quali sono 

le metodologie didattiche utilizzate ( se si fanno riferimenti ad altre discipline o alla realtà e a fatti concreti), 

quale ¯ il linguaggio con cui lôautore tratta lôargomento, se vi sono esercizi e in che numero, se ve ne sono di 

svolti, a completamento, a risposta multipla, ecc. , e infine, se vi sono illustrazioni o, comunque, quale è la 

veste grafica del testo che lôautore e lôeditore hanno deciso di adottare.  
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3.3 Analisi dei libri di testo 

 ñMatematica.blu multimedialeò, Bergamini, Trifone, Barozzi, Zanichelli,2011 

 
Indice e tabella simboli usati Å Indice analitico 

Å Tabella dei simboli usati 

Organizzazione argomenti Å Scansione per capitoli 

Å Approcci algebrico e geometrico 

Å Vi sono note storiche (metodo completamento del qua-

drato, i babilonesi) 

Metodologia didattica Å Riferimenti ad argomenti già trattati e ad altre discipline 

Å Vi sono riferimenti alla realtà e alle problematiche reali   

(Allôinizio di un capitolo viene proposto un                                                                       

problema della vita quotidiana che avrà soluzione al 

termine della trattazione dellôargomento) 

Å Gran numero di esempi 

Linguaggio Å Semplice senza interpretazioni errate 

Å Linguaggio informatico 

Å Linguaggio geometrico 

Å Uso appropriato dei simboli  

Esercizi Å Risolti: chiari, di difficoltà crescente, chiari ed esaustivi 

Å Proposti: chiari, di difficoltà crescente, con soluzione, 

ñbravi si diventaò, olimpiadi della matematica, di varia 

natura (alg, geom, inf) 

Å Esercizi in inglese 

Å Test per lôautovalutazione 

Å No esercizi sotto forma di giochi. 

Illustrazioni Å Grafici 

Å No Mappe concettuali (diagrammi di flusso) 

Å Colori differenti 

 

 

ñLineamenti di matematicaò, Dodero, Baroncini, Manfredi, Ghisetti e Corvi, 2001 

 
Indice e tabella simboli usati Å Indice analitico 

Å Tabella dei simboli usati 

Organizzazione argomenti Å Scansione per capitoli 

Å Approcci algebrico e geometrico 

Å Non vi sono note storiche 

Metodologia didattica Å Riferimenti ad argomenti già trattati e ad altre discipline 

Å Non vi sono riferimenti alla realtà e alle problematiche 

reali   

Å Gran numero di esempi 

Linguaggio Å Semplice senza interpretazioni errate 

Å Linguaggio informatico 

Å Linguaggio geometrico 

Å Uso appropriato dei simboli  

Esercizi Å Risolti: chiari, di difficoltà crescente, chiari ed esaustivi 

Å Proposti: chiari, di difficoltà crescente, con soluzione, di 

varia natura (alg, geom, inf) 

Å Test per lôautovalutazione 

Å Esercizi sotto forma di giochi. 

Illustrazioni Å Grafici 

Å Mappe concettuali (diagrammi di flusso) 

Å Colori differenti 
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ñAlgebra e Algebra dueò, Zwirner,Scaglianti, CEDAM,1999 
 

Indice e tabella simboli usati Å Indice analitico 

Å Tabella dei simboli usati 

Organizzazione argomenti Å Scansione per capitoli 

Å Solo approccio algebrico 

Å Non vi sono note storiche 

Metodologia didattica Å Riferimenti ad argomenti già trattati 

Å Non vi sono riferimenti alla realtà e alle problematiche 

reali  

Å Presenta obiettivi specifici di apprendimento per ogni 

argomento 

Å Gran numero di esempi 

Linguaggio Å Semplice senza interpretazioni errate 

Å Linguaggio informatico 

Å Linguaggio geometrico 

Å Uso appropriato dei simboli  

Esercizi Å Risolti: chiari, di difficoltà crescente, chiari ed esaustivi 

Å Proposti: chiari, di difficoltà crescente, con soluzione. 

Å Test per lôautovalutazione 

Å No esercizi sotto forma di giochi. 

Illustrazioni Å No Grafici 

Å Mappe concettuali (diagrammi di flusso) 

 

 

 

3.4 Analisi a priori 

Nellôambito della didattica della matematica, data una situazione o un problema, uno dei punti di  partenza  

è la relativa analisi a priori del problema. Per analisi a priori si intende (si veda [9])  lôinsieme di: 

1. Rappresentazioni epistemologiche ( percorsi conoscitivi in un determinato periodo storico), 

2. Rappresentazioni storico-epistemologiche (percorsi conoscitivi sintattici, semantici, pragmatici), 

3. Comportamenti ipotizzati. 

Lôinsieme delle rappresentazioni epistemologiche e storico-epistemologiche dà al docente la possibilità di 

operare scelte, condivisibili e motivate, in termini di competenze e di contenuti da sviluppare. 

Lôanalisi a priori di un particolare problema pone quindi lôaccento sullôimportanza di saper individuare i 

problemi di ricerca  e le ipotesi necessarie per affrontare il problema in questione e risulta uno strumento ef-

ficace per operare delle scelte didattiche significative, in rapporto a contenuti, competenze, attività e verif i-

che. 

In questo senso anche per lo studio del problema didattico relativo alle equazioni di secondo grado è stato 

necessario operare unôanalisi a priori e una successiva analisi a posteriori del problema. Nella prima fase il 

docente stabilisce quali siano ipoteticamente gli ostacoli epistemologici insiti nellôargomento e prospetta ad 

un campione di studenti uno strumento di verifica appropriato. In questo caso è stata somministrata  alla 

classe II A del Liceo Scientifico Statale ñStanislao Cannizzaroò la seguente esercitazione,  per la quale gli 

studenti hanno avuto unôora a disposizione. 
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                                                                                   Figura 5 
 

 

Il compito è stato preparato tenendo conto degli ostacoli in cui possono incorrere gli studenti, quando 

vengono affrontate le equazioni di secondo grado. Si è  ritenuto utile articolarlo in 4 parti: 
 

o Esercizi 1 a. b. c. 

Risoluzione grafica e algebrica di 3 casi particolari di equazioni di secondo grado. 

o Esercizi 2 a. b. c. 

Risoluzione algebrica di 3 equazioni di secondo grado.  


