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Guide d’onda rettilinee. Una funzione di Green Int_roduz’lone glipioblema
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Modello matematico in 2-D e 3-D

o n—indice di rifrazi
Equazione di Helmholtz 1~ indice di rifrazione

@ n — indice di rifrazione del
Au+k*n(x)?u=Ff, xeRV cladding (costante)
@ k — numero d'onda (270/))

n a simmetria assiale rispetto a z,

n funzione pari,

neo(r) if0<r<R,

Nl altrimenti,

dove r = \/x2 + y2.

neo(x) se |x| < h,
n—
Nl altrimenti.
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Verso una funzione di Green

@ Desideriamo ‘trasformare’ I'equazione di Helmholtz. Per
esempio, nel caso 2-D:
Au+ K2n(x)?u=f, (x,z)€R2
@ n non & costante nella variabile x = trasformata di Fourier?
@ n e costante nella variabile z, ma i modi guidati oscillano
senza svanire all'infinito = trasformata di Fourier?
e Abbiamo bisogno di una trasformata ‘ad hoc’ che tenga

conto di n(x)
= teoria di Titchmarsh.
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Verso una funzione di Green IlI.

Au(x,z) + k?n(x)%u(x,z) = f n. = maxn(x)
| q(x) = K*[n% — n(x)’]
Au(x, z) + [k2n2 — q(x)]u(x,z) = f
+o0o
Moltiplicando per v e integrando per parti: U(z,)) = [ u(x,z)v(x, N)dx,
Uz(2, ) + (K202 =\ U(z,0) = F v soluzione di v’ + (A — q)v = 0.

R0 gilz—Cly /KX
U(z,\) = / L e NS

2i\/k?n2 — X

— 00
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Verso una funzione di Green IlI.

Au(x,z) + k?n(x)%u(x,z) = f n. = maxn(x)
| q(x) = K*[n% — n(x)’]
Au(x, z) + [k2n2 — q(x)]u(x,z) = f
+o0o
Moltiplicando per v e integrando per parti: U(z,)) = [ u(x,z)v(x, N)dx,
Uz(2, ) + (K202 =\ U(z,0) = F v soluzione di v’ + (A — q)v = 0.

I|Z (h/W

—+0o0
Formula d'inversione = u(x,z) = f U(z, N v(x, N)dp()),

(x.2) /GX (E, ).

U(z,\) =

— 00
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Guide d'onda 2-D. Magnanini — Santosa, 2001

u=v(x,\)e'?
B

Au+ k*n(x)?u =0 v+ A =q(x)lv=0, in R.

0 V/(x,\) = 2o @ q(x) = K*[n? — n(x)?] ° \=kn? — 2
@ n. = maxn(x) @ d*>=k(n2 —n?) @ Q=VvA—-d?
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Guide d'onda 2-D. Magnanini — Santosa, 2001

u=v(x,\)e'?

Au+ k*n(x)?u =0 v+ A =q(x)lv=0, in R.

V(x,A) = 26 ® g(x) = K’[nZ — n(x)’] ° \=kKn—p?

@ n. = maxn(x) @ d*>=k(n2 —n?) @ Q=VvA—-d?

@;(h, ) cos Q(x — h) + W sin Q(x — h), x> h,
vi(x,A) = ¢ ¢j(x, N), |x| < h,

@j(—h, X) cos Q(x + h) + (Qh sin Q(x + h), x < —h,

v

¢s(0,A) =1, ¢5(0,A) =0, [vi(£h,A)] =0,
d)a(ov )‘) = 07 /3(07 )‘) = \/X, [V/(:l:h )‘)] 0.
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Autovalori e autofunzioni

v+ A —q(x)lv=0, xeR.

oi(h A cos Q(x — h) + LN sin Q(x —h), x> h,
vi(x, A) = § ¢;(x, A), x| < h,
@j(—h,A)cos Q(x + h) + (Qh sin Q(x+ h), x < —h,
= V- d2. aA

i a
0 7\.1

( 2 =
d A-axis

® A\ > d? vj(x, ) limitate.

0 0 <A< d? vj(x,\) limitate se \/d2 — Xgi(h,A) + ¢j(h,\) = 0.
Numero finito di radici {)\ 1

Le v;(x, X m) corrispondenti tendono a zero esponenzialmente
per |x| — 4o0.
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Classificazione delle soluzioni

I modi sono le soluzioni dell’equazione di Helmholtz della forma

v(x,\)e'PZ, con B = \/k2n2 — .
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Classificazione delle soluzioni

I modi sono le soluzioni dell’equazione di Helmholtz della forma

v(x,\)e'PZ, con B = \/k2n2 — .

e guidati: per 0 < )\ < d?. | modi guidati si propagano
principalmente all'interno del core e svaniscono
esponenzialmente all'esterno. Sono un numero finito.
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Classificazione delle soluzioni

I modi sono le soluzioni dell’equazione di Helmholtz della forma

v(x,\)e'PZ, con B = \/k2n2 — .

e guidati: per 0 < )\ < d?. | modi guidati si propagano
principalmente all'interno del core e svaniscono
esponenzialmente all'esterno. Sono un numero finito.

e irraggianti: per d> < \ < n?k?. L’energia non si localizza
all'interno del core ma si propaga in modo significativo
all’esterno.

e evanescenti: per A\ > n2k?. La costante di propagazione 3

diventa immaginaria. Questi modi hanno un comportamento
di tipo esponenziale nella direzione z.
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Formula di risoluzione

M-S trovano una soluzione (nel senso delle distribuzioni)
dell’'equazione di Helmholtz come sovrapposizione di modi guidati,
irraggianti ed evanescenti:

u(x) = / Glx, 2:€, O)F (€, C)dedC,
R2
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Formula di risoluzione

M-S trovano una soluzione (nel senso delle distribuzioni)
dell’'equazione di Helmholtz come sovrapposizione di modi guidati,
irraggianti ed evanescenti:

_ / G(x,z: £, Q)F (€, ¢)dedc,

dove
Grztd)= 2 [V EN ),
3418 je{s,a}o o /kzi J J
con
j Mj m m 1 n A—d? oo
(ol )= 5 1y )+§£ PR TN YECER([0:4))
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Alcuni dettagli

@ M-S trovano i pesi dp/(\) attraverso un processo di limite
dove si approssima il problema su R? con una striscia di
larghezza 2t imponendo condizioni di Dirichlet sul bordo.

@ Dalla teoria di Sturm-Liouville esistono un'infinita numerabile
di autovalori {X), ;} men che verificano v;(t, X}, ;) = 0, cioe:

#i(h, A tan[(t — h)V/ X — d2] + ¢;(h, \) VA — d2 = 0.
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Alcuni dettagli

@ M-S trovano i pesi dp/(\) attraverso un processo di limite
dove si approssima il problema su R? con una striscia di
larghezza 2t imponendo condizioni di Dirichlet sul bordo.

@ Dalla teoria di Sturm-Liouville esistono un'infinita numerabile
di autovalori {X), ;} men che verificano v;(t, X}, ;) = 0, cioe:

#i(h, A tan[(t — h)V/ X — d2] + ¢;(h, \) VA — d2 = 0.
o Se X, € (0,d?) si ha che:
#;(h, A) tanh[(t — h)\/d? — A] + ¢;(h,A\)V/d? — A =0,

e tlim )\J,.mt = )\{n (le soluzioni di ¢}(h,\) + ¢;(h, \)V/d2 =X =0.)
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Alcuni dettagli

@ M-S trovano i pesi dp/(\) attraverso un processo di limite
dove si approssima il problema su R? con una striscia di
larghezza 2t imponendo condizioni di Dirichlet sul bordo.

@ Dalla teoria di Sturm-Liouville esistono un'infinita numerabile
di autovalori {X), ;} men che verificano v;(t, X}, ;) = 0, cioe:

i(h, \)tan[(t — h)v/A — d?] + ¢;(h, \)V/A — d2 = 0.
o Se X, € (0,d?) si ha che:
;(h, A) tanh[(t — h)\/d2 — A] + ¢;(h, \)V/d? — X = 0,
e lim N, ¢ = N (le soluzioni di ¢/(h,\) + ¢;(h, \)Vd® — A =0.)

o Se X, > d?, si ha che Jim Mo, = d?.
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Calcolo di dp/()\)

+oo i
@ Sturm-Liouville sulla striscia: f(x) = > [ F/(A)vi(x,\)dpt(N),
je{s,a} 0

con FI()\) :j;f(x)vj(x,/\)dx e

=2 )

<dp’tv 77> = Z

=R TPTOSVART

. Vne G (R).
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Calcolo di dp/()\)

+oo i
@ Sturm-Liouville sulla striscia: f(x) = > [ F/(A)vi(x,\)dpt(N),
je{s,a} 0

con FI()\) :j;f(x)vj(x,/\)dx e

. +oo J
()
(dphym) = > — 5 —

N TOR VAR

Vn € C5°(R).

+oo i
@ t — oo esiottiene f(x) = > [ F(A)v(x,A)dp/(N),
j€{s,a} 0

con FI(\) = jfoo F(x)vi(x, \)dx

M; : oo
Py (M) 1 VA—d?
e (dp/,n) = > IYSYE: + E{(A_d2)¢/(h,x)2+¢;(h,x)2 n(A)dA.
d

2t I CNIs
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Calcolo di dp/()\)

+oo i
@ Sturm-Liouville sulla striscia: f(x) = > [ F/(A)vi(x,\)dpt(N),
je{s,a} 0

con Fi()\) = f f(x)vj(x,N)dx e

(dph,m) = Z # vn € C&°(R).

N
N TOR VAR

@ t — oo e siottiene f(x) = > f Fi\)vi(x, \)dp (N),
j€{s,a} 0

con FI(\) = jfoo F(x)vi(x, \)dx

M; .
j _ (A’) VA—d?
e(dp',n) =3 + 271'f N= )5 (A NP HL (BN n(A)dA.

= TUSYS TN

@ Nel calcolo di dp/(\) si sfrutta la conoscenza degli zeri delle funzioni seno
e coseno.
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Esempi numerici

Parte reale della funzione di Green

POLIG00  NMRARU
>~

Parte reale di un modo guidato
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2-D vs 3-D

Utilizzando la simmetria cilindrica rispetto all'asse z (I'asse delle
fibra), troviamo:

yeiBkz gimd w(r)

2
Au+k?n(r)?u=0 — s w4t [A—q(r)—m%zl“} w=0, r>0.
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2-D vs 3-D

Utilizzando la simmetria cilindrica rispetto all'asse z (I'asse delle
fibra), troviamo:

yeiBkz gimd w(r)

2
Autk?n(rPu=0 —— w”+|:)\—q(r)—m%21/4}wzo, r>0.

Differenze con il caso 2-D

1/4

o 2_
o |l termine mT
che a r = oo.

, rende |'equazione singolare in r = 0, oltre
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Differenze con il caso 2-D

1/4

2_
o |l termine mT
che a r = oo.

, rende |'equazione singolare in r = 0, oltre

@ Difficolta tecniche nell’adattare il metodo utilizzato da M-S.
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2-D vs 3-D

Utilizzando la simmetria cilindrica rispetto all'asse z (I'asse delle
fibra), troviamo:

yeiBkz gimd w(r)

2
Autk?n(rPu=0 —— w”+|:)\—q(r)—m%21/4}wzo, r>0.

Differenze con il caso 2-D

1/4

2_
o |l termine mT
che a r = oo.

, rende |'equazione singolare in r = 0, oltre

@ Difficolta tecniche nell’adattare il metodo utilizzato da M-S.

@ Necessario uno studio del comportamento delle soluzioni in
r=20.
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2-D vs 3-D

Utilizzando la simmetria cilindrica rispetto all'asse z (I'asse delle
fibra), troviamo:

yeiBkz gimd w(r)

2
Autk?n(rPu=0 —— w”+|:)\—q(r)—m%21/4}wzo, r>0.

Differenze con il caso 2-D

1/4

o 2_
o |l termine mT
che a r = oo.

, rende |'equazione singolare in r = 0, oltre

@ Difficolta tecniche nell’adattare il metodo utilizzato da M-S.

@ Necessario uno studio del comportamento delle soluzioni in
r=20.

@ Si utilizza la teoria di Titchmarsh sui problemi agli autovalori
per operatori differenziali singolari (non immediata).
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Guide d’onda rettilinee. Una funzione di Green I|1t!'odl|{|0|1e al{nobema
Guide d’onda 2-D
Teoria di Titchmarsh
Caso 3-D. Fibre ottiche

Problemi agli autovalori per operatori differenziali singolari.
Titchmarsh 1946.

Siano @1(x,£) e a(x, £) soluzioni di
—(p(x)y") + Q(x)y =ty, xeJ, LeC,

con J un intervallo di R, p assolutamente continuo Q € L} _(J),

che verificano

e1(R,£) =0, ¢ (R, 0) = -1,
¢2(R,€) = 1, ¢h(R,£) = 0.

con R € J fissato. Siano g € L%(J) e

r(e) = / p1(x, 0g(x) dx, Ta(t) = / o2(x, g (x) dx.

J J
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Esistono £(A), n(A) e ¢(A), A € R, tali che

Formula d'inversione

g0 =1 [ {ea0x M) 60 + alx V2(A) dn()
+pae L) dn(A) + 2l T2 (V)

Identita di Parseval

JECE / {1 (A)2dé(A

J
+2M(AF2(N)dn(X) + F2(A)*d¢(A)}-
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Esempi

—(p(x)y’) + Q(x)y = Ay, x € J.
@ Fourier transform per p =1, Q(x) =0, J = R.

o Hermite expansion per p=1, Q = x2, J =R.

2_1
@ Hankel Transform per p=1, Q = VX—Q“, J = (0,400), con
veELZL.
Riferimenti:

e TITCHMARSH, Eigenfunction expansions associated with
second-order differential equations. 1946.

o CODDINGTON — LEVINSON, Theory of Ordinary Differential
Equations, 1955.
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Introduzione al problema
Guide d’onda 2-D

Teoria di Titchmarsh
Caso 3-D. Fibre ottiche

Guide d’onda rettilinee. Una funzione di Green

Caso 3-D. Fibre ottiche. Alexandrov — Ciraolo, 2004

Utilizzando la teoria di Titchmarsh si ottengono risultati analoghi a
quelli 2-D, cioé una funzione di Green che & sovrapposizione di
modi guidati, irraggianti ed evanescenti.
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Condizione di radiazione di Sommerfeld
Un teorema di unicita delle soluzioni
Verifica

Unicita delle soluzioni

Motivazioni

Abbiamo una buona soluzione:

K2n? 00
CG=GE+G +G=> ...+ [ ...+ [
d? k2n2
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Motivazioni

Condizione di radiazione di Sommerfeld
Un teorema di unicita delle soluzioni
Verifica

Unicita delle soluzioni

Motivazioni

Abbiamo una buona soluzione:

K2n? 00
CG=GE+G +G=> ...+ [ ...+ [ ...
d? k2n2

ma...

@ E unica? Sotto quali condizioni al contorno?

o E quella fisicamente significativa?
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Unicita delle soluzioni

Motivazioni

Condizione di radiazione di Sommerfeld
Un teorema di unicita delle soluzioni
Verifica

Condizione di radiazione di Sommerfeld

L'equazione di Helmholtz
Au+ K2u=fin RNV,

ha due soluzioni che tendono a zero
all'infinito, rappresentanti la radiazione
uscente ed entrante.

Funzioni di Green

—iHD (kr), —EHP (kr), N =2;

47r’  A4ur’
r variabile radiale.

Giulio Ciraolo
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Un teorema di unicita delle soluzioni
Verifica

Condizione di radiazione di Sommerfeld

Unicita delle soluzioni

L'equazione di Helmholtz

Funzioni di Green

2, _ 0N i ;
Au+ k‘u=fin RY, —ﬁHél)(kr), —ﬁHéz)(kr), N =2
[ ikr —ikr
ha due soluzioni che tendono a zero e e .
all'infinito, rappresentanti la radiazione Arr’  Amr '
uscente ed entrante. r variabile radiale.
N=3. Equazione delle onde Equazione di Helmholtz
Aw — wy = —0(x, t) wix,t)=u(x)e™ Au+ k?u = —4§(x)
ha le soluzioni - ha le soluzioni
e—l k(t—r) —lk(t+r) ek e—r r
4mr 4mr 4mr e 4mr ”
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Un teorema di unicita delle soluzioni
Verifica

Unicita delle soluzioni

Condizione di radiazione di Sommerfeld

L'equazione di Helmholtz

Funzioni di Green

2, _ £i0 N i i
Au+ k‘u=fin RY, —ﬁHél)(kr), —ﬁHéz)(kr), N =2
[ ikr —ikr
ha due soluzioni che tendono a zero e e .
all'infinito, rappresentanti la radiazione Arr’  Amr '
uscente ed entrante. r variabile radiale.
N=3. Equazione delle onde Equazione di Helmholtz
Aw — Wit = —5(X t) W(x,t):u(x)e"« Au + k2U = —5(X)
ha le soluzioni - ha le soluzioni
e—l k(t—r) —lk(t+r) ek e—r r
4mr 4mr 4mr e 4mr

Unicita. Condizione di radiazione di Sommerfeld (1912)

lim r% <gu — iku) = 0 uniformemente.

r—oo r
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Motivazioni

Condizione di radiazione di Sommerfeld
Un teorema di unicita delle soluzioni
Verifica

Unicita delle soluzioni

Condizione di radiazione di Sommerfeld. Generalizzazioni

Unicita di Au+ k?n(x)?u=f, x € RN,

@ n =1 all'esterno di un compatto:

2
lim ‘uiku do=0,
R—o0 r
9Brg
o
2
— —iku| dx < 4o00.
2
@ n(x) — noo(x/|x|): RIITOO R/’ iknoou’ dx = 0.

(cfr. Magnus, Rellich, Miranker, Jager & Saito, Eidus, Zhang,
Perthame & Vega...)
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Motivazioni

Condizione di radiazione di Sommerfeld
Un teorema di unicita delle soluzioni
Verifica

Unicita delle soluzioni

Sommerfeld vs guide d'onda

@ n non e costante all'esterno di un compatto.

o Jager & Saito.

@ Spettro puntuale — condizione di radiazione di Sommerfeld?
o

Letteratura russa: Nosich-Shestopalov, condizione di
Reichardt.

o Ciraolo Condizione di radiazione e u



Motivazioni

Condizione di radiazione di Sommerfeld
Un teorema di unicita delle soluzioni
Verifica

Unicita delle soluzioni

Sommerfeld vs guide d'onda

@ n non e costante all'esterno di un compatto.

o Jager & Saito.

@ Spettro puntuale — condizione di radiazione di Sommerfeld?
o

Letteratura russa: Nosich-Shestopalov, condizione di
Reichardt.

Cosa si & fatto

Teorema di unicita.

Cosa stiamo facendo...

u = [ Gf soddisfa la nostra condizione di radiazione.

o Ciraolo Condizione di radiazione e u



Motivazioni

Condizione di radiazione di Sommerfeld
Un teorema di unicita delle soluzioni
Verifica

Unicita delle soluzioni

Au+ kn(x)?u=f, (x,z) € R2 (Helm)

Cose note

o Numero finito di X, € (0, d?) soluzioni di
Vd? = X ¢(h, A) + ¢/(h,A) = 0.
e Posto g = k?n? — k?n(x)?,  vj(x, X)) verificano
v/ + [N — g(x)]v = 0.

o v(x, Xp)e'Pm? verifica I'equazione di Helmholtz omogenea,

dove B, = V/k2n2 -,
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Motivazioni

Condizione di radiazione di Sommerfeld
Un teorema di unicita delle soluzioni
Verifica

Unicita delle soluzioni

Au+ kn(x)?u=f, (x,z) € R2 (Helm)

Cose note

o Numero finito di X, € (0, d?) soluzioni di
Vd? = X ¢(h, A) + ¢/(h,A) = 0.
e Posto g = k?n? — k?n(x)?,  vj(x, X)) verificano
v/ + [N — g(x)]v = 0.
e v(x, )\J,',!)e’ﬂ#z verifica I'equazione di Helmholtz omogenea,

dove B, = V/k2n2 -,

RENEIS

o lim vj(x, X,) = 0 (esponenzialmente).
[x]—00

o vj(x, X,) ortogonale ad ogni altra vi(x, A).

N

Giulio Ciraolo Condizione di radiazione e unicita



Motivazioni
PR P Condizione di radiazione di Sommerfeld
Unicita delle soluzioni e ]
Un teorema di unicita delle soluzioni

Verifica

Decomposizione di u

Proiezioni di u su vj(x, X)

uhy(x, z) proiezione di u su vi(x, Xo):

(X, 2) = €j(x, M) Ui (2, Xn),

dove Uiz, ) = T u(€.2)es(6, M), e, ) = 2R
—00 Vil Am)li2

o Ciraolo Condizione di radiazione e u



Motivazioni

Condizione di radiazione di Sommerfeld
Un teorema di unicita delle soluzioni
Verifica

Unicita delle soluzioni

Decomposizione di u

Proiezioni di u su vj(x, X)

th(x, z) proiezione di u su vj(x, Xp):
(%, Z) = €j(x, Xon) U (2, Xp),

dove U(z, M) = [ ul(€,2)ei(6, Mp)dE,  ei(x, M) = 74508

— 00

Scriviamo u come somma di tutte le u), pitl “tutto quello che
avanza"”, che denotiamo con ug.

Decomposizione di u

M;
u= up+ Z Zu’m,

j€{s,at m=1

o Ciraolo Condizione di radiazione e u



Motivazioni

Condizione di radiazione di Sommerfeld
Un teorema di unicita delle soluzioni
Verifica

Unicita delle soluzioni

Una condizione di radiazione per |'unicita

Teorema di unicita

Esiste al piti una soluzione debole u € L?(yz) di (Helm) tale che

7/ \% lkncluo‘ dedp+ Y Z/ / ‘——lﬁfmlﬂm‘zdédpg C.

0 oaL j€{s,a} m=17 o2

o Q) e Q2 omotetici a Q' e Q? insiemi convessi (Lip.).

@ v normale esterna.

o L?(p)={u:R2—C: [|u(x,2)|?u(x,z)dxdz < +oc},
R2

dove = (1 + x>+ 2%)7%, con s > 1.
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Motivazioni

Condizione di radiazione di Sommerfeld
Un teorema di unicita delle soluzioni
Verifica

Unicita delle soluzioni

Remarks

@ Se i modi guidati non sono presenti, scegliendo Qé = B,
(RC) &

2
/ ’gi — iknclu‘ dx < +oo,
R2

gia stata ottenuta da Rellich (con ipotesi differenti su n).

o Ciraolo Condizione di radiazione e u



Motivazioni

Condizione di radiazione di Sommerfeld
Un teorema di unicita delle soluzioni
Verifica

Unicita delle soluzioni

Remarks

@ Se i modi guidati non sono presenti, scegliendo Qé = B,
(RC) &

0 2
/ ’8—u — iknC/u’ dx < +oo,
r
R2

gia stata ottenuta da Rellich (con ipotesi differenti su n).
e Gli insiemi Q}) e Qf) possono essere differenti.

@ Nel dimostrare che esiste una soluzione che verifica (RC)
dobbiamo anche individuare gli insiemi Q) e Q3 appropriati.

o Ciraolo Condizione di radiazione e u



Motivazioni

Condizione di radiazione di Sommerfeld
Un teorema di unicita delle soluzioni
Verifica

Unicita delle soluzioni

Dimostrazione

Idee principali della dimostrazione

o uy,up € L2(11) due soluzioni di (Helm), allora
w = uy — tp € L?(p) soluzione di

Aw + k*n(x)*w = 0; (1)

° Im/wawda =0;
ov
o0

iulio Ciraolo Condizione di radiazione e u



Motivazioni

Condizione di radiazione di Sommerfeld
Un teorema di unicita delle soluzioni
Verifica

Unicita delle soluzioni

Dimostrazione

Idee principali della dimostrazione

o uy,up € L2(11) due soluzioni di (Helm), allora
w = uy — tp € L?(p) soluzione di

Aw + k*n(x)*w = 0; (1)

° Im/wawda =0;
%
o0
o w € [?(n) = stime sulla crescita di w e wy per |x| — oo.
o wo e wl, soddisfano (1);
o (RC) implica wo, w), € L2(R?); (e dunque w € [%(R?))
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Motivazioni

Condizione di radiazione di Sommerfeld
Un teorema di unicita delle soluzioni
Verifica

Unicita delle soluzioni

Dimostrazione

Idee principali della dimostrazione

o uy,up € L2(11) due soluzioni di (Helm), allora
w = uy — tp € L?(p) soluzione di

Aw + k*n(x)*w = 0; (1)

Im/waa‘;vda =0;
o9
w € L?(u) = stime sulla crescita di w e wy per |x| — oc.
wo e wl, soddisfano (1);
(RC) implica wo, wl, € L2(R?); (e dunque w € [%(R?))

w = 0 & la sola soluzione dell’equazione di Helmholtz che
appartiene a L?(R?).
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Condizione di radiazione di Sommerfeld
Un teorema di unicita delle soluzioni
Verifica

Unicita delle soluzioni

Alcuni dettagli della dimostrazione

Teorema

Se w € L?(u) & una soluzione di Aw + k?n(x)?w = 0 che soddisfa
(RC), allora w € L?(R?).

[Per semplicita, supponiamo che w sia sufficientemente regolare.]

e Im f W%—'}”j’da = 0: seconda formula di Green ci dice che
o0

2Im/|7v?9—wda:/(wAﬁ/—WAw)dx:0.
14
o Q
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Motivazioni

Condizione di radiazione di Sommerfeld
Un teorema di unicita delle soluzioni
Verifica

Unicita delle soluzioni

Alcuni dettagli della dimostrazione

Teorema

Se w € L?(u) & una soluzione di Aw + k?n(x)?w = 0 che soddisfa
(RC), allora w € L?(R?).

[Per semplicita, supponiamo che w sia sufficientemente regolare.]

e Im f W%—'}”j’da = 0: seconda formula di Green ci dice che
o0

2Im/|7v?9—wda:/(wAﬁ/—WAw)dx:0.
14
o Q

@ wy e wi, soddisfano I'’equazione di Helmholtz omogenea.
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Motivazioni

Condizione di radiazione di Sommerfeld
Un teorema di unicita delle soluzioni
Verifica

Unicita delle soluzioni

Alcuni dettagli della dimostrazione

Teorema

Se w € L?(u) & una soluzione di Aw + k?n(x)?w = 0 che soddisfa
(RC), allora w € L?(R?).

[Per semplicita, supponiamo che w sia sufficientemente regolare.]

e Im f W%—'}”j’da = 0: seconda formula di Green ci dice che
o0

2Im/|7v?9—wda:/(wAﬁ/—WAw)dx:0.
14
o Q

@ wy e W,’n soddisfano I'equazione di Helmholtz omogenea.
® wo, wh € L*(R?):

+o0 . +oo :
[ ] ||+ st amao= [ [ (|5 itui ] aoan< .
14 v

0 89, 0 89,
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Motivazioni
PR P Condizione di radiazione di Sommerfeld
Unicita delle soluzioni e ]
Un teorema di unicita delle soluzioni

Verifica

Alcuni dettagli della dimostrazione |I.

Teorema
w = 0 & la sola soluzione di Aw + k?n(x)?w = 0 in L2(R?).

o Risultati di regolarita globale = w € H?(R?). Assumiamo

w # 0.
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Motivazioni

Condizione di radiazione di Sommerfeld
Un teorema di unicita delle soluzioni
Verifica

Unicita delle soluzioni

Alcuni dettagli della dimostrazione |I.

Teorema
w = 0 & la sola soluzione di Aw + k?n(x)?w = 0 in L2(R?).

Risultati di regolarita globale = w € H?(IR?). Assumiamo
w # 0.

@ Trasformiamo con Fourier nella variabile z:

W (X, 1) + [K20(x)2 = 2] W(x, £) =0.  a(xt)= | wixz)e 7z

@ W(x,t) = a(t)cos VA — d?(x — h) + b(t)sin VA — d?(x — h),
a.e. x > h, con A = k?n? — 2.
e Poiché |||z = ||w|l2 < C, allora w = 0 per A > d?.
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Motivazioni

Condizione di radiazione di Sommerfeld
Un teorema di unicita delle soluzioni
Verifica

Unicita delle soluzioni

Alcuni dettagli della dimostrazione |I.

Teorema
w = 0 & la sola soluzione di Aw + k?n(x)?w = 0 in L2(R?).

o Risultati di regolarita globale = w € H?(R?). Assumiamo
w # 0.

@ Trasformiamo con Fourier nella variabile z:
W (X, 1) + [K20(x)2 = 2] W(x, £) =0.  a(xt)= | wixz)e 7z

@ W(x,t) = a(t)cos VA — d?(x — h) + b(t)sin VA — d?(x — h),
a.e. x > h, con A = k?n? — 2.
e Poiché |||z = ||w|l2 < C, allora w = 0 per A > d?.
@ Se 0 < A\ < d? trasformiamo con Titchmarsh nella variabile x
w(x, z) = AZ(2)vs(x, A7) + BZ,(z)va(x, AT"),
dove Zj(z) = e* K =Xz,

= w ¢ L2(R?), perché w(x,-) & L2(R).
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Unicita delle soluzioni

u= [ Gf verifica (RC)

Motivazioni

Condizione di radiazione di Sommerfeld
Un teorema di unicita delle soluzioni
Verifica

x—h, x> h,
o [x]n =10, x| < h,

xX+h x<-

o Q,={(x,z) eR?: [x]? + 2% = p?}.

@ Q, quadrato di lato p.

h.

cladding

core

o Ciraolo

Condizione di radiazione e u



Motivazioni

Condizione di radiazione di Sommerfeld
Un teorema di unicita delle soluzioni
Verifica

Unicita delle soluzioni

u= [ Gf verifica (RC)

x—h, x>h, 9,
° [x]p=1<0, |x| < h,

x+h, x<—h
o Q,={(x,z) eR?: [x]? + 2% = p?}.
@ Q, quadrato di lato p.

cladding

Congettura
Poniamo u = [ Gf, con supp(f) compatto. Allora u € L?(u) e

//‘au ’k”c/uo’ d€dp+2//‘auj lﬁfmu’m‘ dldp < +oo.

0 09, m06Q,

Giulio Ciraolo Condizione di radiazione e unicita



Motivazioni

Condizione di radiazione di Sommerfeld
Un teorema di unicita delle soluzioni
Verifica

Unicita delle soluzioni

Osservazioni sulla dimostrazione

o Se f € [?(u71) allora u € L?(p). [CIRAOLO — MAGNANINI, 2006]

o Verifica di (RC) sulla parte guidata. Grazie alla
ortogonalita delle vj(x, X)) abbiamo un’espressione ‘semplice’
di ul,. (RC) pud essere data su quadrati o su Q,,.

@ ug corrisponde alla parte non guidata della soluzione, data
da G4,
Abbiamo bisogno di una rappresentazione differente della
funzione di Green e di accurate stime asintotiche della
soluzione sull'insieme €,,.
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Motivazioni
PR P Condizione di radiazione di Sommerfeld
Unicita delle soluzioni A .
Un teorema di unicita delle soluzioni

Verifica

Altra rappresentazione di G™¢

A (x, € t)effoos om0
je{s’a} C
_ . iBoc—(x,z;€,¢;t)
+A; (x,& t)e'™? ]dt

¢ (x — [x]n, d* +7%)

iT

o ®j(x,7) = ¢j(x — [X]n, d®+72) +

®;(x, Bosint)d;(x,£[psint)
®;(h, Bosint)®j(x, —Losint)’

° Af(x,f; t) =

° ax(x,z;§ ¢ t) = ([x]n £ [{]n)sint + |z — (| cost.
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Guide d’onda non rettilinee

Guide d’'onda non rettilinee. Piccole perturbazioni
Supponiamo che la guida non sia pil rettilinea:

Lo=A+k?n3(x), L.=A+k*n(x,z).
@ Dimostriamo |'esistenza di una soluzione per L.u = f per e
sufficientemente piccolo.
e Simulazioni. Rappresentiamo u e L. in serie di Neumann:
u=u.=ug+ewm +e2uw+...; Lo=Log+eli+e%lo+...

Giulio Ciraolo Condizione di radiazione e unicita



Guide d’onda non rettilinee

Guide d’'onda non rettilinee. Piccole perturbazioni
Supponiamo che la guida non sia pil rettilinea:

Lo=A+k?n3(x), L.=A+k*n(x,z).
@ Dimostriamo |'esistenza di una soluzione per L.u = f per e
sufficientemente piccolo.
e Simulazioni. Rappresentiamo u e L. in serie di Neumann:
u=u.=ug+ewm +e2uw+...; Lo=Log+eli+e%lo+...

e uUp modo guidato.

e Calcoliamo u;.
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Guide d’onda non rettilinee

Near Field

Parte reale di ug:

HlrH

Ii

Ciraolo



Guide d’onda non ret

Near Field. Parte reale e modulo di u;.
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Guide d’onda non rettilinee

@ Caso 3-D (unicita, piccole perturbazioni, ecc...).

@ Unicita per le guide d'onda non rettilinee.

@ Approssimazione del problema definito su RV attraverso un
problema definito su un dominio limitato.

o Ciraolo Condizione di radiazione e u
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