Prova in itinere di Matematica Discreta (Soluzioni)
(24 febbraio 2009)

Esercizio 1. I diversi contenuti del sacchetto sono le combinazioni con ripetizione di 6 colori presi a 8 a 8, in numero di 
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. Se X è l’insieme di tali combinazioni, se Y è l’insieme di quelle che non contengono il giallo, e se Z è l’insieme di quelle che contengono esattamente 2 volte il rosso, applicando il principio di inclusione-esclusione (forma negativa) la risposta al secondo quesito è:
(X(-(Y(Z(=(X(-[(Y(+(Z(-(Y(Z(]
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, (Y(= 
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, (Z(= 
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, (Y(Z(= 
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,  tenendo conto che Y contiene le combinazioni con ripetizione di 5 colori a 8 a 8; gli elementi di Z sono tante quante le combinazioni con ripetizione di 5 colori a 6 a 6; gli elementi di Y(Z sono tante quante le combinazioni con ripetizione di 4 colori a 6 a 6.

Esercizio 2. Se due vertici distinti x,y hanno la prima cifra uguale,  essi sono adiacenti; inoltre i vertici con prima cifra 4 sono adiacenti a quelli con prima cifra 9. Dunque, procedendo con un cammino, da un vertice che ha prima cifra 2 si possono raggiungere solo vertici con prima cifra 2; da un vertice con prima cifra 4 (o 9) si possono raggiungere solo vertici con prima cifra 4 o 9. Il grafo ha perciò 2 componenti connesse: quella contenente i vertici con prima cifra 2, e quella contenente i vertici con prima cifra 4 oppure 9. Il numero cromatico della prima componente è 34 (tutti i vertici sono adiacenti fra loro); il numero cromatico della seconda componente è 34+34 (tutti i vertici sono adiacenti fra loro); il numero cromatico del grafo è dunque 34+34. Nella prima componente ogni vertice ha grado 34-1 (pari), quindi esiste in essa un cammino Euleriano ciclico; nella seconda componente ogni vertice ha grado 34+34-1 (dispari), quindi non esiste in essa un cammino Euleriano.
Esercizio 3. I sottoinsiemi non vuoti di A che contengono solo numeri pari sono i sottoinsiemi non vuoti dell’insieme B contenente i numeri pari da 1 a 20: poiché B ha cardinalità 10, la prima risposta è 210-1. Tra questi sottoinsiemi, quelli di cardinalità 5 sono 
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, sempre perché 10 è la cardinalità di B.

Esercizio 4. Si può usare il principio di induzione. Per n=1 il predicato è vero: il numero di chilometri percorsi alla fine del giorno 1 è 2+3=5=12+4(1. Supponendo vero il predicato per n=k, dimostriamolo vero per n=k+1, cioè dimostriamo che il numero totale di chilometri percorsi nel viaggio alla fine del giorno numero (k+1) è (k+1)2+4(k+1). Ma il numero totale di chilometri percorsi nel viaggio alla fine del giorno numero (k+1) si ottiene sommando il numero totale di chilometri percorsi nel viaggio alla fine del giorno numero k (che per ipotesi è k2+4k) al numero di chilometri percorsi nel giorno k+1 (che, come detto nel testo, è 2(k+1)+3) e tale somma è appunto:
k2+4k+2(k+1)+3= k2+4k+2k+2+3= (k2+2k+1)+4k+4=(k+1)2+4(k+1)

come si voleva dimostrare.

Esercizio 5. Si può applicare il principio delle scelte multiple: ognuna delle funzioni da contare dipende dalla scelta delle immagini dei 5 elementi del dominio A. Se x è un elemento generico del dominio A, le possibili immagini f(x) sono le matrici che hanno x nella prima casella della prima riga, e il loro numero è 53. Essendo 5 gli elementi di A, la risposta è dunque (53)5=515.
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