Prova in itinere di Matematica Discreta  (Soluzioni)
(23 febbraio 2010)

Esercizio 1. a) Ognuno dei sottoinsiemi C da contare si ottiene dall’unione di B (fissato) con un sottoinsieme (variabile) del complementare di B di cardinalità 1,3 o 5. Poiché il complementare di B ha cardinalità 6, la risposta è 
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b) Il prodotto cartesiano AxB ha cardinalità 16 e la risposta si ottiene sommando il numero di sottoinsiemi di AxB di cardinalità 1,2,3,4:
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Esercizio 2. Un vertice con ultima cifra 5 é adiacente a tutti gli altri vertici del grafo (quindi il grafo è connesso ed ha 1 sola componente connessa perché dati comunque 2 vertici distinti x,y esiste un cammino da x a y, passando per esempio per un vertice con ultima cifra 5). I vertici con ultima cifra 3,4,5 sono tutti adiacenti fra loro, ma quelli con ultima cifra 2 sono adiacenti solo a quelli con ultima cifra 5. Dunque i vertici con ultima cifra 3,4,5 (in numero di 46+46+46) necessitano ognuno di un colore diverso; un colore basta per colorare i vertici con ultima cifra 2 (in numero di 46), ma si può scegliere un colore già utilizzato per i vertici con ultima cifra 3 o 4. Il numero cromatico è dunque 46+46+46.
I vertici con ultima cifra 5 (adiacenti a tutti gli altri) hanno grado 47-1 (dispari); quelli con ultima cifra 4 o 3 hanno grado 46+46+46-1 (dispari); quelli con ultima cifra 2 hanno grado 46 (pari). Poiché esistono più di 2 vertici di grado dispari, non esiste nel grafo (unica componente connessa) un cammino Euleriano.
Esercizio 3. Si può applicare il principio di induzione. Il predicato è vero per n=1 perché la somma dei termini della successione dal posto 4 al posto 1+5=6 è uguale a 8+10+12=30=12+11(1+18.
Supponendolo vero per n=k, dimostriamolo vero per n=k+1: dobbiamo dimostrare che la somma dei termini della successione dal posto 4 al posto k+1+5=k+6  è uguale a  (k+1)2+11(k+1)+18.

Ma tale somma si ottiene sommando la somma dei termini della successione dal posto 4 al posto k+5 (che per ipotesi è k2+11k+18) con il termine di posto k+6  (che è 2(k+6)) e il risultato coincide appunto con (k+1)2+11(k+1)+18 (come si vede con facili calcoli algebrici).
Esercizio 4. Si può applicare il principio delle scelte multiple: le 3 caselle della seconda riga in cui inserire un valore pari si possono scegliere in 
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 modi diversi; fissata tale scelta, i valori pari da inserire in queste 3 caselle si possono scegliere in 23 modi diversi; fissate tali scelte, i valori dispari da inserire nelle 3 caselle rimanenti della seconda riga si possono scegliere in 33 modi diversi; fissate tali scelte, i valori da inserire nelle 12 caselle rimanenti della matrice si possono scegliere in 512 modi diversi. La risposta è il prodotto di questi numeri.

Esercizio 5. Le matrici di B sono in numero di 26. Il numero delle matrici bilanciate è il coefficiente binomiale 
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 (ognuna è determinata dalla scelta di 3 caselle fra 6, in cui inserire per esempio il numero 1).

Se X,Y,Z sono rispettivamente gli insiemi delle funzioni tali che f(1),f(2),f(3) sono matrici bilanciate, f(2),f(3),f(4) sono matrici bilanciate, f(3),f(4),f(5) sono matrici bilanciate, la risposta al quesito è (per il principio di inclusione-esclusione):

(X(Y(Z(=(X(+(Y(+(Z(-{(X(Y(+(X(Z(+(Y(Z(}+(X(Y(Z(.

Applicando opportunamente il principio delle scelte multiple si ha :

(X(=(Y(=(Z(=
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