Esame di Matematica Discreta - Soluzioni
(3 settembre 2010)

Esercizio 1. Si può applicare il principio di inclusione-esclusione in forma negativa. Se A1 è l’insieme degli elementi di A in cui le prime 4 cifre sono tutte dispari, e se A2 è l’insieme degli elementi di A in cui le ultime 4 cifre sono tutte <6 la risposta al quesito è :

(A(-(A1(A2(=(A(-{(A1(+(A2(-(A1(A2(} . 
Applicando il principio delle scelte multiple si ottiene
(A(-(A1(A2(= 96 – {54(92 + 54(92 - 54(32)
(si tenga conto in particolare che gli elementi di A1(A2 hanno le prime 2 cifre dispari, le ultime 2 cifre <6, e le 2 cifre centrali nello stesso tempo dispari e <6)
Esercizio 2. Un vertice x con la prima cifra pari è adiacente a tutti gli altri vertici, quindi è ovvio che fra 2 vertici distinti esiste sempre un cammino: il grafo è connesso ed esiste una sola componente connessa. I vertici con la prima cifra pari (in numero di 4(95) necessitano ognuno di un colore diverso, ma tutti gli altri vertici possono essere colorati con un unico ulteriore colore, quindi il numero cromatico del grafo è 4(95+1. Ogni vertice con la prima cifra pari (essendo adiacente a tutti gli altri) ha grado 96-1 (pari), mentre ogni vertice con la prima cifra dispari (essendo adiacente solo ai vertici con la prima cifra pari) ha grado  4(95 (pari):  nel grafo esiste  quindi un cammino Euleriano (ciclico).
Esercizio 3. Per ogni matrice x(B le possibili immagini di x sono in numero di 3 (sono tutti i numeri naturali da 1 a 4 tranne quello che si trova nella prima riga e prima colonna della matrice x). Poiché il numero totale di matrici in B è 44=256,  per il principio delle scelte multiple il numero delle funzioni richieste è il prodotto di 256 fattori tutti uguali a 3, cioè 3256.
Esercizio 4. Applichiamo il principio di induzione al predicato P(n)=”S(n+1,2)=2n-1”.

P(1) è vero perché S(2,2)=1=21-1 (si ricordi che S(n,n)=1 per ogni numero naturale n).
Supponendo vero P(n) per n=k (cioè S(k+1,2)=2k-1) dimostriamolo vero per n=k+1: la tesi è dunque

                    S(k+2,2)=2k+1-1

Utilizzando una ben nota formula per il numero di Stirling (quella che permette di calcolare gli elementi di una riga del triangolo di Stirling conoscendo quelli della riga precedente) si ha:

               S(k+2,2)=S(k+1,1)+2S(k+1,2)=1+2(2k-1)=2k+1-1

cioè la tesi (ricordando che S(n,1)=1 per ogni naturale n).

Esercizio 5. Si può applicare il principio delle scelte multiple. Le possibili scelte delle 4 posizioni (fra 10) in cui inserire la lettera a sono in tutto 
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 (corrispondono alle combinazioni semplici di classe 4 di 10 posizioni). Fissata una di tali scelte, le possibili scelte delle 2 posizioni (fra le 6 rimanenti) in cui inserire la lettera c sono in tutto 
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. Fissata una di tali scelte, la scelta delle posizioni dove inserire la lettera b è obbligata (quindi 1 sola). La risposta è dunque il prodotto dei 2 coefficienti binomiali 
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