Compito di Matematica Discreta I

(27 gennaio 2012)

Soluzione
Esercizio 1. Dati due vertici qualunque x,y esiste sempre un cammino da x a y, passando per esempio per un vertice z di lunghezza pari (tali vertici sono infatti adiacenti a tutti gli altri): il grafo è connesso ed esiste una sola componente connessa. Per colorare il grafo basta  utilizzare un colore diverso per ogni vertice di lunghezza pari (tali vertici sono in numero di 92+94+96) e un ulteriore colore per quelli di lunghezza dispari: il numero cromatico è dunque 92+94+96+1. I vertici di lunghezza pari sono adiacenti a tutti gli altri quindi hanno grado pari 92+93+94+95+96-1 (visto che il numero dei vertici del grafo è 92+93+94+95+96); quelli di lunghezza dispari hanno grado dispari 92+94+96 (essendo adiacenti a quelli con la prima cifra pari): poiché esistono più di 2 vertici di grado dispari, non esiste nel grafo un cammino Euleriano (ciclico o non ciclico).
Esercizio 2. Si applica il principio di inclusione-esclusione in forma negativa. Si costruiscono i sottoinsiemi X,Y,Z di A che contengono i numeri che soddisfano rispettivamente le condizioni seguenti: sono pari; hanno tutte le cifre uguali; sono minori di 60000.

Si calcola (A(-(X(Y(Z(. Si ha(A(=95 ed inoltre:
(X(Y(Z(=(X(+(Y(+(Z(- {(X(Y(+(X(Z(+(Y(Z(}+(X(Y(Z(.

Si ha poi (X(=4(94 (perché l’ultima cifra ha 4 valori possibili 2,4,6,8, mentre le altre 4 hanno ciascuna 9 valori possibili), (Y(=9, (Z(=5(94 (perché la prima cifra ha 5 valori possibili 1,2,3,4,5 mentre le altre 4 hanno ciascuna 9 valori possibili), (X(Y(=4, (X(Z(=5(4(93 (perché la prima cifra ha 5 valori possibili 1,2,3,4,5, l’ultima cifra ha 4 valori possibili 2,4,6,8, le altre 3 hanno ciascuna 9 valori possibili), (Y(Z(=5, (X(Y(Z(=2.

Esercizio 3. Si usa il principio di induzione. Per n=1 si deve verificare che è vera la proposizione “la somma di tutti i numeri naturali consecutivi da 3 ad 1+3 (inclusi) coincide con il numero  il numero (12+7+6)/2”: in effetti 3+4=7=(12+7+6)/2. Supponendo vera l’affermazione per n=k, dimostriamola vera per n=k+1, cioè dimostriamo che  “la somma di tutti i numeri naturali consecutivi da 3 ad (k+1)+3 (inclusi) coincide con il numero  il numero ((k+1)2+7(k+1)+6)/2”. In effetti la somma di tutti i numeri naturali consecutivi da 3 ad (k+1)+3 si ottiene sommando alla somma di tutti i numeri naturali consecutivi da 3 ad k+3 (che per ipotesi è (k2+7k+6)/2) l’ulteriore numero k+4: con facili calcoli algebrici si ottiene appunto ((k+1)2+7(k+1)+6)/2, come si voleva.

Esercizio 4. Le combinazioni del primo tipo si ottengono scegliendo una combinazione semplice di classe 9 dei numeri ≠6 in A, quindi sono in numero di 
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. Le combinazioni del secondo tipo si ottengono scegliendo una combinazione con ripetizione di classe 9 dei numeri ≠2 in B, quindi sono in numero di 
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. Per una proprietà dei coefficienti binomiali si ottengono 2 numeri uguali.
Esercizio 5. Si applica il principio di inclusione-esclusione in forma positiva costruendo gli insiemi X,Y che contengono rispettivamente le funzioni tali che il numero 2 (rispettivamente il numero 4) ha come immagine una funzione iniettiva e calcolando(X(Y(=(X(+(Y(-(X(Y(. Tenendo conto che le funzioni con dominio e codominio coincidenti con A sono in numero di 55 mentre quelle iniettive (che sono poi quelle biunivoche) sono in numero di 5!, si ha (X(=5!(55)4 (l’elemento 2 ha 5! possibili immagini, gli altri 4 elementi hanno 55 possibili immagini) e analogamente (Y(=5!(55)4, (X(Y(=(5!)2(55)3.
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