Compito di Matematica Discreta I e di Matematica Discreta
(26 giugno 2009)

Soluzioni
Esercizio 1. Si può applicare il principio delle scelte multiple, calcolando per ogni elemento di A il numero delle possibili immagini: ognuna delle 5 vocali ha 5 possibili immagini, mentre ognuna delle 5 consonanti ha 10 possibili immagini, dunque il numero delle funzioni f : A ( A tali che l’immagine di ogni vocale sia una consonante è 55105=505.

Per contare quelle biunivoche basta contare quelle iniettive e si deve tener conto che il numero delle possibili immagini va dunque diminuendo: le scelte per le immagini delle vocali sono in numero di 5(4(3(2(1, e analogamente le scelte per le immagini delle consonanti sono in numero di 5(4(3(2(1, dunque il numero delle funzioni biunivoche è (5(4(3(2(1)2 .
Esercizio 2.  Si può applicare il principio di inclusione-esclusione, costruendo gli insiemi X,Y,Z dove X contiene le parole in cui le prime 4 lettere sono vocali, Y contiene le parole in cui le lettere dalla 2a alla 5a sono vocali, Z contiene le parole in cui le ultime 4 lettere sono vocali, e calcolare (utilizzando anche il principio delle scelte multiple):
(X(Y(Z(=(X(+(Y(+(Z(-[(X(Y(+(X(Z(+(Y(Z(]+(X(Y(Z (=
=54102+54102+54102-[5510+56+5510]+56
Esercizio 3. I vertici di lunghezza 2,6,10 sono tutti reciprocamente adiacenti fra loro; lo stesso per i vertici di lunghezza 4,8: vi sono dunque 2 componenti connesse, la prima formata dai vertici di lunghezza 2,6,10, la seconda formata dai vertici di lunghezza 4,8.
La prima componente ha numero cromatico uguale al numero dei vertici: 52+56+510; analogamente la seconda componente ha numero cromatico 54+58: il numero cromatico del grafo è il maggiore di tali numeri (il primo).

Nella prima componente ogni vertice ha grado 52+56+510-1 (pari); nella seconda ogni vertice ha grado  54+58-1 (dispari): per il teorema di Eulero nella prima componente esiste un cammino ciclico Euleriano, nella seconda non esiste nessun cammino Euleriano.

Esercizio 4. Si può applicare il principio di induzione. Per n=1 il predicato è vero perché il numero di parole di lunghezza compresa fra 3 e 4 è uguale a 33+34=108 e in effetti 

              (31+4-27)/2=216/2=108. 
Supponiamo vero il predicato per n=k, e dimostriamolo per n=k+1: la tesi è dunque che il numero di parole di lunghezza compresa fra 3 ed n+4 è uguale a (3n+5-27)/2. Ma tale numero si ottiene sommando il numero di parole di lunghezza compresa fra 3 ed n+3 (che per ipotesi è uguale a (3n+4-27)/2) al numero di parole di lunghezza n+4 (che è 3n+4) ottenendo appunto:
       [(3n+4-27)/2]+3n+4 = (3n+4-27+2(3n+4)/2 = (3(3n+4-27)/2 = (3n+5-27)/2

Esercizio 5. Si può calcolare il numero dei numeri naturali in cui il numero delle cifre di valore pari è uguale  al numero delle cifre di valore dispari, e sottrarlo dal numero totale di numeri naturali di 10 cifre con cifre scelte fra 1,2,3,4,5,6,7 (che è 710). Il numero dei numeri naturali in cui il numero delle cifre di valore pari è uguale  al numero delle cifre di valore dispari è uguale al numero dei numeri naturali in cui 5 cifre sono di valore pari e 5 di valore dispari: applicando il principio delle scelte multiple, basta moltiplicare il numero di scelte delle 5 posizioni delle cifre di valore pari (che è il coefficiente binomiale 
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) per il numero di scelte dei valori di tali 5 cifre (che è 35) e per il numero di scelte dei valori delle restanti 5 cifre (che è 45). La risposta al quesito è dunque la differenza  710- 
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